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Aritmética y Divisibilidad

1.1. El conjunto de los nimeros reales
» Digitos:1,2,3,4.....,9,0.
= Naturales:1,2,3,4,5, ....
= Enteros:....,—5, —4,—-3,—-2,—-1,0,1,2,3,4,5, ....
» Racionales: Los numeros de la forma m/n donde m y n son enteros (n # 0).

» Irracionales: Numeros que no pueden expresarse de la forma m/n con m,n enteros

(n #0).
» Reales: Racionales + Irracionales.

= Primos: un ntimero es primo si solamente tiene dos divisores positivos: el 1 y él mismo.

1.2. Teoremas fundamentales

1.2.1. Teorema fundamental de la aritmética

Todo numero entero puede representarse de manera tnica como producto de primos
(exceptuando el orden en el que aparecen los mismos), es decir, dado un nimero m este
puede escribirse como:

m = piipy?....pt (1.1)

1.2.2. Teorema fundamental de la divisibilidad

Si a es un entero positivo y b es cualquier entero, entonces existe una tnica pareja de
enteros positivos q y r tales que:



1.3. TEOREMAS QUE AYUDAN 1. ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD

b=aqg+r donde a>r>0 (1.2)

Las propiedades que presenta la divisibilidad son las siguientes:

» Sialby bla entonces |b| = |a| (simetria).

Si alb y b|c entonces alc (transitividad).

Si alb entonces a|mb.

Para cualquier entero a , a|0.

Para ningtin entero a, 0la.

Si a|b y a|c entonces a|(mb 4 nc) con m,n enteros.

1.2.3. Maximo comun divisor (MCD)

Dados tres enteros positivos a,b,d, si se observa que d cumple con las siguientes propiedades:
» dlay d|b.

» Sidi|ay di|b, entonces d;]|d.

» d>0

Se dice entonces que d es el maximo comun divisor de a, b, es decir: (a,b) = d.

1.2.4. Minimo comiin multiplo [mcm)]

El minimo comin multiplo de dos niimeros a,b es el entero positivo mas pequeno tal que
es multiplo de a y b. Sea m el minimo comin miltiplo de a y b. La notacién matematica
para esta expresion es la siguiente: [a, b] = m.

1.3. Teoremas que ayudan
1. Si p es primo y pl|ab, entonces pla 6 plb.
2. Si p es primo y p|a?, entonces p*|a®.

3. Dada una ecuacién a = b=+ ¢, con n tal que divida a a y a b, entonces n forzosamente
divide a c.

4. Si n|ab entonces sucede una de tres cosas:
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1. ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD 1.3. TEOREMAS QUE AYUDAN

n divide al producto, pero no divide a los factores a, b por separado.
n divide al menos a uno de los fatores a, b.

n divide a ambos factores a, b.

5. Sean a,b dos enteros con descomposicién factorial: a = p{*p22...pH* y b = pph2....pk,
entonces, la descomposicion factorial de su méximo comun divisor es:

d— p;nin(ahbl) min(ar,br)

.y

y la de su minimo comun multiplo es:

7b n
m = () pmas(aty),

6. Criterios de divisibilidad

Un ntmero es divisible por 2 siempre que la cifra de sus unidades sea 0,2,4,6 u 8.

Un numero es divisible por 3 siempre que la suma de sus cifras sea un multiplo

de 3.

Un numero es divisible por 4 siempre que el nimero formado por sus dos iltimas
cifras sea un multiplo de 4.

Un numero es divisible por 5 siempre que la cifra de sus unidades sea 0 6 5.
Un nimero es divisible por 6 siempre que se compruebe sea divisible por 2 y 3.

Un numero es divisible por 7 siempre que al separar la cifra de las unidades,
multiplicarla por 2, restarla del niimero que quedo suficiente de veces el resultado
es un miultiplo de 7.

Un ntimero es divisible por 8 siempre que el niimero formado por sus tres tltimas
cifras sea un multiplo de 8.

Un numero es divisible por 9 siempre que la suma de sus cifras sea multiplo de 9.
Un nimero es divisible por 10 siempre que la cifra de sus unidades sea 0.

Un ndmero es divisible por 11 siempre que el valor absoluto de la diferencia de
la suma de sus cifras que ocupan lugar par y de las que ocupan lugar impar sea
multiplo de 11.

Un numero es divisible por 12 siempre que se compruebe es divisible por 3 y 4.

Un nimero es divisible por 13 siempre que al separar la cifra de las unidades,
multiplicarla por 9, restarla del nmero que quedé suficiente de veces el resultado
es un mltiplo de 13.

Un nimero es divisible por 17 siempre que al separar la cifra de las unidades,
multiplicarla por 5, restarla del niimero que quedd suficiente de veces el resultado
es un mltiplo de 17.



1.4. ALGEBRA 1. ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD

n) Un ntmero es divisible por 19 siempre que al separar la cifra de las unidades,
multiplicarla por 17, restarla del niimero que quedo suficiente de veces el resultado
es un multiplo de 19.

7. Sumatorias notables

s Y0 i=142+3+445+6+ ... +n="00
s YR 2 =124 22 4 2442 4 52 o2 = ntlEntY)

2
" YL B =134 B 4344345 = ()

- < n+1_1
Yt al=a"+ad +aP+adP+ 4=
8. Si p es primo, entonces p se puede expresar de las siguientes maneras:

» p=3n+kl
m p=6n=L1l

9. La suma de n nimeros consecutivos siempre es divisible por n.

1.4. Algebra

1.4.1. Factorizacion y productos notables

Para a, b ntimeros reales y n en los naturales se cumple lo siguiente:
= 0" — V" = (a2 +b3)(a? — b2) para n par,

» 0"+ 0" = (a+b)(a" P Fa" b+ a" 3 F ...+ ") para n impar.
Para a, b en lo reales y m,n naturales se cumple lo siguiente:

» (a£b)?=a®+ 2ab+ b

» (a £b)? =a® =+ 3a?b + 3ab® £ V?

1.4.2. Leyes de exponentes

b

v aba® = abte



1. ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD 1.5. PROBLEMAS PROPUESTOS

1.5.

1.

2.

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

Problemas propuestos

;,Cuédntos ceros hay al final de 1000!?7

Encontrar un entero positivo n menor que 2100 tal que n = p3qr, con p,q,r primos
distintos y r > 80.

Calcular la suma de los 100 quebrados que se obtienen formando todos los cocientes
de cada par de niimeros de la siguiente lista: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512.

Si a y b son ntimeros positivos distintos que cumplen a? + b* = 4ab, hallar el valor de:
2
a+b
(%)
El producto de tres enteros mayores que 1 y distintos entre si es 100. ;Cuéles son los

tres enteros?

Encontrar el mayor niimero entero que no tenga cifras repetidas y tal que el producto
de sus cifras sea el cuadrado de otro niimero entero distinto de cero.

Encontrar todas la parejas p, ¢ de niimeros primos que satisfacen p? — 2¢* = 1.

Encontrar cinco nimeros enteros positivos (distintos entre si) de manera que el resi-
duo que resulte de dividir 1997? entre cualquiera de estos niimeros sea igual a 1997.
Demuestre que no pueden existir mas de cinco tales enteros.

3

Demuestre que n°> — n es un entero multiplo de 6.

Sea n un entero positivo. Demostrar que si 3n + 1 es un cuadrado perfecto, n+ 1 es la
suma de tres cuadrados perfectos.

Demuestre que al sumarle 1 al producto de cuatro enteros consecutivos el resultado es
un cuadrado perfecto.

Si A es un conjunto de nimeros enteros del 1 al 10, llamemos P, al producto de todos
los elementos de A, y llamemos @, al producto de todos los enteros del 1 al 10 que no
estan en A. Encuentra el menor entero que puede obtenerse como resultado de dividir
P, entre Q,.

Encuentra todos los naturales = para los cuales 2271z — 2% = 768
Cual es la tltima cifra del producto de todos los impares entre 1 y 20017
Encuentra todos los primos p tales que 9p 4+ 1 es un cubo perfecto.

;Existe un nimero de 6 digitos divisible por 11 cuyos digitos son 1, 2, 3,4, 5y 6 en
algin orden?



1.5. PROBLEMAS PROPUESTOS 1. ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

Encontrar el menor entero positivo tal que la suma de sus cifras es 2001 y el producto
de sus cifras es 27

Demuestra que 3(720" — 30" — 24™ + 1) es miultiplo de 2001 para todo entero positivo
n.

Encuentra todos los nimeros de 7 digitos que son multiplos de 3 y 7, y cada uno de
cuyos digitos es 3 o 7.

Un coleccionista de monedas raras tiene monedas de denominaciones 1,2, 3, - - -, n (tiene
muchas monedas de cada denominacién). Desea poner algunas de sus monedas en 5
cajas de manera que se cumplan las siguientes condiciones:

a) En cada caja hay a lo mds una moneda de cada denominacién.

b) Todas las cajas tienen el mismo numero de monedas y la misma cantidad de
dinero.

c) Para cualesquiera dos cajas sucede que entre las dos tienen por lo menos una
moneda de cada denominacién.

d) No existe una denominacién talque todas las cajas tengan una moneda de esa
denominacion.

. Para que valores de n puede el coleccionista hacer lo que se propone?

Prueba que de cualesquiera 12 enteros positivos consecutivos hay uno que es menor que
la suma de sus divisores propios (son propios aquellos divisores de n que son mayores
que 1 y menores que n).

Drini participa en un juego de mesa en el que en cada turno tiene que pagar $100 y
tirar un dado. Si cae 1 o 2, gana $400; si cae 3 paga otros $200; si cae 4 le devuelven
sus $100; y si cae 5 o 6 gana $1000. Si inicialmente tiene $2000, jes posible que en
algin momento llegue a tener $12000 exactamente?

; Existe algin entero n tal que n! Sea multiplo de 3% pero no de 3017

Consideremos los ntimeros del 1 al 1000000 inclusive. Se calculan dos sumas: la suma
de los nimeros que tienen todos sus digitos pares y la suma de los nimeros que tienen
todos sus digitos impares. ;Cual es la suma mayor?

En el pizarrén se tienen escritos once ntimeros 1. Se permite tomar dos niimeros y
sumarle 1 a ambos, restarle 1 a ambos, o sumarle 1 a uno y restarle 1 al otro. ;Es
posible mediante estas operaciones tener escritos en el pizarrén 11 ntimeros 10?7

Lasuma 1 +3+5+ -+ 27 4+ 29 es una suma de 15 nimeros impares consecutivos
cuyo resultado es un cuadrado perfecto. Demuestra que existe una infinidad de sumas
de 15 impares consecutivos tales que su resultado es un cuadrado perfecto.



1. ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD 1.5. PROBLEMAS PROPUESTOS

27.

28.

29.
30.

31.

Se tienen 14 nimeros enteros (no necesariamente distintos) tales que al quitar cualquiera
de ellos, los trece restantes se pueden separar en tres grupos con la misma suma.

a) Demuestra que cada uno de los 14 nimeros es multiplo de 3.

b) (Es posible que alguno de ellos no sea 07

A cada uno de los vértices de un poligono de 2n lados se le asigna un nimero entero
de manera que los niimeros asignados a vértices consecutivos difieran en 1. Llamamos
loma a un vértice cuyo niimero es mayor que los nimeros de vértices adyacentes. Un
valle es un vértice con un nimero menor que el de los vértices adyacentes. Demuestra
que la suma de los niimeros en las lomas menos la suma de los nimeros en los valles
es .

;. Cémo elegir enteros positivos n v k para que n?+4k resulte ser un cuadrado perfecto?

Dado un nimero k de dos o mas cifras, se forma otro entero m insertando un cero
entre la cifra de las unidades y la de las decenas de k. Encuentra todos los niimeros &
para los cuales m resulta ser un multiplo de k.

2004 unos 2004 nueves

——— ——
Demostrar que (4 - 102 + 5) - (111---1) — 999---9 es el cuadrado de un ntimero
entero.



2

Congruencias

Congruencia: decimos que dos nimeros a y b son congruentes médulo n cuando n|(a —b).
Esto se denota de la siguiente forma: a = b (Mod n)
Las principales propiedades de las congruencias son las siguientes:

1. Siempre se satisface a = a (mod n)
2. Sia =b(modn) entonces b = a (modn), es decir, es simétrica.
3. Sia=b(modn)yb=c(modn) entonces a = ¢ (mod n) Es decir, es transitiva.

4. Sia =b(modn)y c = d(modn) se tiene que a+c = b+d(modn) y que ac = bd(modn).

2.1. Principio de sustitucién
Siempre es posible sustituir el congruente de un término en un sistema de congruencias
sin alterar la congruencia original.
2.2. Simplificaciéon de congruencias
(Mod. pi*)

(Mod. p3?)
(Mod. p5")

ISP SRS
(11
oS o O

Sia=b(Mod.c)y c=pl'py?ps®...p7" entonces:
a=b(Mod. p)

2.3. Teoremas que ayudan

1. Cualquier niimero es congruente a la suma de sus cifras, médulo 3 y 9.

2. Todo nimero es congruente a la cifra de sus unidades moédulo 10.

10



2. CONGRUENCIAS 2.4. PROBLEMAS PROPUESTOS

2.4.

1.

A

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

Problemas propuestos

Demostrar los criterios de divisibilidad.

Encontrar la ultima cifra distinta de cero de 100!

Para qué enteros positivos n, se cumple que 2" — 1 es divisible por 77
Mostrar que 2" + 1 nunca es divisible por 7.

JEn cuantas regiones dividen al plano k lineas si no hay dos paralelas ni tres concur-
rentes?

Hallar el producto de todos los divisores del niimero 19600.

Probar que en cualquier sucesién de 7 o mas enteros siempre hay dos cuya suma o
diferencia es divisible por 11.

Probar que para cualquier entero positivo n existe un entero positivo k tal que la suma
Stnk)=n+n+1)+(n+2)+ +(n+k—1) es un cuadrado perfecto.

Encontrar todos los enteros positivos a tales que (a + 1)|(10a® — 3a® + a + 4)
. Cuantas parejas de enteros positivos a,b con a + b < 100 satisfacen la ecuacion:

a+% o 2
T = 131

;Cuantas colecciones de cuatro nimeros enteros del 1 al 25 suman un multiplo de 57

3

Se tienen x, 7, z enteros tales que x® +1y% — 23 es multiplo de 7. Demostrar que al menos

uno de ellos es multiplo de 7.
Probar que 2n 4 3m es divisible entre 17 si y sélo si 9n + 5m lo es.

Los enteros de dos digitos desde el 19 hasta el 93 se escriben consecutivamente para
formar un gran entero N = 19202122919293. Encontrar la mayor potencia de 3 que
divide a N.

. Cuéntos elementos tiene el subconjunto mas grande de S = {1,2,3,---,50} con la
propiedad de que ningin par de elementos de S tiene suma divisible por 77

Probar que no existe ningin entero que al elevarlo al cuadrado el resultado termine en
181.

2

;Para cuantos enteros a del 1 al 10000 se tiene que 2% — a* es multiplo de 57

Muestre que 100 divide a 1 + 11 + 111" + 4+ 1111111111 HHHHHIHL

Demuestra que para cualquier entero positivo n, 3272 4 26"+1 eg multiplo de 11.

11



3

Induccion matematica

Induccion Matematica: este método se usa ampliamente en la demostracion matematica.
Se basa en el principio de que una proposicion se cumple para todo nimero natural n si se
satisfacen las condiciones siguientes:

1. La proposicion se cumple para n = 1.

2. La veracidad de la proposicion para cualquier nimero natural n = k implica la veraci-
dad para el namero natural siguiente: n = k + 1.

Esta herramienta la usaremos para reforzar un argumento en el que afirmemos que cierta
proposicién (hipdtesis) siempre se cumplira.

3.1. Problemas propuestos

1 1 1 1 . n
2. tagtaat et o = e

3. 14345+ ...+ (2n—1) =n2

1 1 1 1 _
4. 13 T35 tert Tt (2n—1)-2n+1) — 2n11'
5. Las férmulas para sumatorias de cuadrados y cubos.

6. 1-24+2-34+3-4+..+n-(n+1)= ")

12
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Desigualdades

Desigualdad: se dice, dados dos niimeros reales a y b, a es mayor que b siempre que a — b
sea positivo.

4.1. Propiedades

Sean a, b, m,n numeros reales se cumple lo siguiente:
= Sia <bentonces a+m <b+m.

= Sia<bym >0 entonces am < bm.

= Sia<bym <0 entonces am > bm.

= Sia<byb< mentonces a <m.

= Tricotomia: entre dos reales cualesquiera se cumple una y sélo una de las siguientes
declaraciones: a < b, a = b, a > b.

= a? siempre es mayor o igual que 0.
» Si0 < a<bentonces a® < b2
» Sia?<b?ya>0yb>0 entonces a < b.

= Sia<bym <n entonces a+m < b+ n.

» [x] es menor o igual que z y es menor que [z] + 1.

13



4.2. DEFINICIONES 4. DESIGUALDADES

4.2.

s Media aritmética: a =

Definiciones

T1+To+T3+...+Tn
n .

= Media geométrica: g = /x1x93...7,.

2,..2,.2 2

1
= Media Cuadratica: Cy = (M) 2

4.3.

n

Teoremas que ayudan

Sixy, @, T3, Ty, Ty € RT Y 21207324...7, = 1 entonces x1 + T + 3 + ... + 2, > n.

4.4.

1.

2.

Problemas propuestos
Demostrar que si xy, xa, 23,24, -, 2T, € R entonces oot el eyl SR ol

Demostrar que a > g(Esta desigualdad implica que si se tienen N ntimeros con suma
fija, su producto maximo se da si son iguales los N nimeros.).

Demostrar que si a; € N entonces n - ajasas...a, < a +aj + ... + a’; es decir que el
producto duplicado 2 niimeros positivos es menor o igual que la suma de sus cuadrados,
el producto triplicado de 3 niimeros positivos es menor o igual que la suma de sus cubos,
etc.

Demostrar que si x +y + z = 6 entonces % + y? + 22 > 12.

Hallar el valor maximo de la funcién 2° — 822 + 5 y el minimo de 2° + 822 + 5.

Demostrar: ﬁ <vn+1-—+n—1.

. Cual es la mayor cantidad de enteros positivos que se pueden encontrar de manera

que cualesquiera dos de ellos a y b (a # b) cumplan que |a — b| > % ?

De una lamina cuadrada de dimension 2a, se corta de cada esquina un cuadrado para
que se pueda fabricar, doblando las salientes, una caja sin tapa de volumen maximo.
., Cuadl sera la dimension de los cuadrados recortados?.

14



5)

Problemas selectos

5.1.

1.

Problemas de cuadriculas

Una cuadricula de 3 x 3 estd inicialmente llena con ceros y unos como se indica.
La cuadricula se ird modificando de la siguiente manera: cada que se coloque una
cuadricula de 2 x 2 sobre la original, se aumentan en 1 los nimeros de los cuadros
comunes. ;Es posible, repitiendo la regla, llegar a un tablero de 3 x 3 donde todos los
nimeros sean multiplos de 27.

1101
1
1101

. En la cuadricula indicada, una sustitucién consiste en tomar el niimero en un cuadro

y sumarle o restarle un multiplo par de alguno de sus vecinos. jEs posible que después
de varias sustituciones sucesivas queden los ntimeros del 1 al 25 en la cuadricula?.

DO | DN = DO
—| o —| Mo =
DNO| | DN —| DN
= DN = Do =
DO | DN —| DO

En una cuadricula de 3 x 3 se acomodan los digitos del 1 al 9 sin repetir. Considera cada
rengléon como un nimero de tres cifras, y llamale A a la suma de estos tres nimeros.
Ahora, considera cada columna como un nimero de 3 cifras, y llamale B a la suma de
estos tres nimeros. ;Puedes encontrar alguna forma de acomodar los digitos del 1 al 9
de manera que A + B = 19977

15



5.1. PROBLEMAS DE CUADRICULAS 5. PROBLEMAS SELECTOS

10.

En una cuadricula de 3 x 3, se colocan de alguna manera los nimeros del 1 al 9. A
cada segmento interior de longitud uno de la cuadricula, se le asigna el ntimero que
resulta de sumar los dos ntimeros de los cuadrados que tienen al segmento en comun.
Sea S la suma de los doce nimeros asignados a los segmentos interiores. ;Cual es el
valor maximo de S?

JPara que n > 2 se pueden acomodar los nmeros del 1 al 16 en los cuadros de una
cuadricula de 4 x 4 (un nimero en cada cuadro, sin repetir niimeros) de tal manera que
las 8 sumas de los nimeros que quedan en cada fila y en cada columna sean multiplos
de n, y que estos 8 multiplos sean todos distintos entre si?.

Sobre los cuadrados de una cuadricula de 4 x 4 se colocan simbolos 0 y 1; estos tres
simbolos se cambian uno por el otro al aplicar alguna de las siguientes tres operaciones:

a) La operacion (a) cambia de simbolos todos los elementos de una columna.
b) La operacién (b) cambia de simbolos todos los elementos de un renglén

c¢) La operacién (C) cambia de simbolos todos los elementos de una diagonal.

Determina cudles son los arreglos de los que se puede partir para que con un numero
finito de operaciones se pueda llegar a un arreglo de puros 0’s.

Se tiene un tablero de n x n pintado como tablero de ajedrez. Esta permitido efectuar
la siguiente operacion:

Escoger un rectangulo de la cuadricula tal que las longitudes de sus lados sean ambas
pares o ambas impares, pero que no sean las dos iguales a 1 al mismo tiempo, e invertir
los colores de los cuadritos de ese rectangulo (es decir, los cuadritos del rectdngulo que
eran negros se convierten es blancos y los que eran blancos, se convierten en negros).

Encuentra para que n’s es posible lograr que todos los cuadritos queden de un mismo
color después de haber efectuado la operacién un nimero de veces finito.

En una cuadricula de 8 x 8 se han escogido arbitrariamente 10 cuadritos y se han
marcado los centros de éstos. El lado de cada cuadrito mide 1. Demuestre que existen
al menos dos puntos marcados que estan separados una distancia menor o igual que
V2, 0 que existe al menos un punto marcado que se encuentra a una distancia % de
una orilla de la cuadricula.

Demuestra que es posible acomodar 16 enteros consecutivos en las casillas de una
cuadricula de 4 x 4 de modo que la suma de los 4 nimeros en cada cuadrado de 2 x
2 que se forma en la cuadricula sea multiplo de 3. Resuelve el mismo problema, pero
con multiplos de 5.

.,Cual es el mayor nimero posible de cambios de direccién en un recorrido sobre las
lineas de una cuadricula de 2004 x 2004 casillas, si el recorrido no pasa dos veces por
el mismo lugar?
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5. PROBLEMAS SELECTOS 5.2. PROBLEMAS CON NUMEROS PRIMOS

5.2.

1.

10.

11.
12.

13.

5.3.

1.

Problemas con niimeros primos

Encuentre un entero mayor que 0 y menor a 2100 tal que n = p3¢r donde p, q, r son
nameros primos y r > 80.

Encuentre primos p, q tales que 10p29 4 ¢?p? = 1992.

. Pruebe que si p = p? + p3 + p2 Con p, p1, p2, p3 primos y p; < py < p3 entonces p; = 3.

Sea n un entero positivo. Demuestre que si un primo p divide a 5n + 1 y a 3n + 2
entonces p divide a n + 10.

Demuestre que sélo existe un primo p tal que 2p + 1 es un cubo perfecto.

p

. . 2 2
. Si p, q son primos tales que ﬁ es un entero, entonces p = q.

+

Encuentre todos los niimeros primos tales que su suma y su diferencia son nimeros
primos.

Encuentre los primos p tales que 8p* — 3003 es un nimero primo.

Para a y b enteros positivos no multiplos de 5, se construye una lista de niimeros como
sigue: El primer nimero es 5 y, a partir del segundo ntimero, cada nimero se obtiene
multiplicando el nimero que le precede (en la lista) por a y sumandole b. (Por ejemplo,
si a =2y b= 4, entonces los primeros tres nimeros de la lista serfan: 5, 14, 32 (pues
14=(5-2)+4y32=(14-2)+4). [Cudl es la maxima cantidad de primos que se
pueden obtener antes de obtener el primer niimero no primo?.

Demuestre que no existen 1999 primos en progresiéon aritmética todos ellos menores
que 12345. NOTA: una coleccién de niimeros esta en progresion aritmética si es de la
forma: a,a +r,a 4+ 2r,a+ 3r,---,a + br.

Encuentra todas las parejas de nimeros primos p, q tales que p* + q v p® + ¢* sean
primos.

Halla todos los primos p tales que p? + 77 tiene exactamente 5 divisores.

Encuentra todos los niimeros primos p, ¢ y r con p < ¢ < r, que cumplan con
25pq + r = 2004 y pgr + 1 sea un cuadrado perfecto.
Problemas de juegos

Sobre una mesa hay 1999 fichas rojas de un lado y negras del otro (no se especifica
cudl de sus dos lados estd hacia arriba). Dos personas juegan alternadamente. Cada
persona en su turno hace una de las siguientes cosas:
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5.3. PROBLEMAS DE JUEGOS 5. PROBLEMAS SELECTOS

= Retira un numero cualquiera de fichas, con la condicion de que todas las fichas
retiradas tengan el mismo color hacia arriba.

= Voltea un nimero cualquiera de fichas, con la condicién de que todas las fichas
tengan el mismo color hacia arriba.

Gana el que toma la tltima ficha. ;Cudl es el jugador que puede asegurar que ganara,
el primero o el segundo en jugar?.

2. Se tienen algunas pelotas de colores (son por lo menos tres colores), y por lo menos tres
cajas. Las pelotas se ponen en las cajas de manera que no quede ninguna caja vacia y
que no haya tres pelotas de colores distintos que estn en tres cajas distintas. Prueba
que hay una caja tal que todas las pelotas que estan afuera de ella son del mismo color.

3. El juego HEX consta de un tablero de n x n casillas hexagonales como muestra la figura
donde participan dos jugadores: una con fichas rojas y otro con fichas negras. Cada
jugador, alternadamente, pone una ficha en el tablero. Gana aqul que pueda construir
un ¢camino”de su extremo del tablero al otro. ; Qué jugador posee estrategia ganadora?

4. En una mesa circular, dos personas jugaran el siguiente juego: cada uno tiene un niimero
suficientes de fichas circulares, las cudles pondran alternadamente sobre la mesa (una
por una). Gana aquél que logra poner la ultima ficha. ; Quién tiene estrategia ganadora?

5. Se escriben en tarjetas todas las parejas de enteros (a,b) con 1 < a < b < 2003. Dos
personas juegan con las tarjetas como sigue: cada jugador en su turno elige (a,b) (que
se retira del juego) y escribe el producto a b en un pizarrén (ambos jugadores usan el
mismo pizarrén). Pierde el jugador que ocasiona que el maximo comun divisor de los
nimeros escritos hasta ese momento sea 1. {Quién tiene estrategia ganadora? (Es decir,
;cudl de los dos jugadores puede inventar un método con el cual asegura su triunfo?)

6. Hay 2001 puntos en el plano. Dos jugadores A y B juegan a trazar lineas entre los
puntos, por turnos. Empieza A. Gana el primero que completa un ciclo. ;Cual de los
jugadores tiene estrategia ganadora?
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