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1 LAS OLIMPIADAS DE MATEMATICAS

Las Olimpiadas de Mateméticas son concursos que tienen como objetivo retar la capacidad de
creatividad, analisis y razonamiento deductivo asi como la habilidad matematica de sus concursantes.
Las herramientas de estos concursantes no van mas alla de conceptos basicos de algebra, divisibilidad,
conteo y geometria. Estas Olimpiadas se realizan a niveles estatales, nacionales e internacionales.

En sus primeras etapas, cada estado de nuestro pais realiza un primer examen de seleccion, con el fin
de conformar una preseleccién para participar en la Olimpiada Mexicana de Matematicas. A su vez, en
la Olimpiada Nacional, se seleccionan a los concursantes que representaran a México en las Olimpiadas
Internacionales. El Estado de Querétaro ha participado en la Olimpiada Mexicana desde sus inicios con
buenos resultados.

El examen de seleccidn en nuestro estado se realizd el 23 de abril de 2005. De ese examen, se
seleccionaron 35 estudiantes, los cuales tomaron cursos a cargo del Comité Estatal, con el fin de
seleccionar a los seis participantes que nos representarian en la Olimpiada Nacional. Después de este
proceso, los alumnos elegidos para el Concurso Nacional fueron (en orden alfabético).

De Icaza Astiz Iker Loic Prepa Norte, UAQ
Hernandez Terrazas Jesus Johan COBAQ

Mejia Avendafio Sandra ITESM-CQ

Puente Novell Amadeo Guillermo  Universidad Contemporanea
Rios Ferrusca José Daniel Centro Unién

Silos de Alba José Ramon Alamos

1.1 Resultados de la 192 Olimpiada Mexicana de Matematicas

Del 6 al 12 de Noviembre de 2005, tuvo lugar en la Ciudad de Campeche, Cam., la 192 Olimpiada
Mexicana de Matematicas.

Como resultado de esta olimpiada, el estado de Querétaro, obtuvo el décimo lugar de entre 32
delegaciones participantes. EI Comité Organizador de la Olimpiada Mexicana de Matematicas otorgd 16
primeros lugares, 35 segundos lugares y 47 terceros. Ademas, se otorgd una Mencion Honorifica a
aquellos participantes que, sin haber obtenido uno de los primeros lugares, si lograron completar al
menos un problema.

Ademas de elegir a los posibles participantes en la Olimpiada Internacional de entre los Primeros
Lugares, también se hace una preseleccion para participar en la Olimpiada Centroamericana y del
Caribe, en esta ocasion se eligieron 5 alumnos, entre ellos un queretano: Daniel Rios Ferrusca.

Los resultados de nuestra participacién en la Olimpiada Nacional, cinco de los seis miembros del equipo
gueretano resultaron premiados:

Hernandez Terrazas Jesus Johan  Tercer Lugar

Mejia Avendafio Sandra Segundo Lugar
Puente Novell Amadeo Guillermo  Tercer Lugar

Rios Ferrusca José Daniel Segundo Lugar
Silos de Alba José Ramén Segundo Lugar

Después de una serie de entrenamientos y exdmenes a cargo del Comité Nacional, el alumno José
Daniel Rios Ferrusca, formo parte de la Seleccion que representd a México en la VIII Olimpiada
Centroamericana y del Caribe, celebrada en Panama en los primeros dias del mes de Agosto de 2006,
teniendo una excelente participacidén ya que obtuvo Primer Lugar en este evento.



1.2 Del contenido de éste manual

El presente material es un trabajo desarrollado a partir de la necesidad de formalizar desde su base, la
materia de Geometria que abarca la Olimpiada de Matematicas. Elaborado durante la participacion de
varios afios en el Comité Estatal de la Olimpiada de Matematicas en Querétaro con el fin de
proporcionar una guia para los estudiantes y los maestros acerca de los conceptos y del tipo de
problemas que se preguntan sobre ésta materia en la segunda fase del examen estatal. Es importante
gue los estudiantes y los profesores, ademas de resolver los problemas, comprendan de manera precisa
el significado de los enunciados y se familiaricen con la terminologia y los métodos de resolucion.

Cabe recordar que en el examen estatal se preguntardn problemas que retaran la capacidad de
creatividad, analisis y razonamiento deductivo, asi como la habilidad mateméatica de los participantes.
Los conceptos que se manejan en este folleto no son materia de examinacién en el examen estatal,
aunque un manejo adecuado de ellos si garantiza una mejor comprension de los problemas que en él se
propondran.

1.3 ¢Por qué participar en las Olimpiadas de Matematicas?

La disciplina Matematica es de fundamental importancia para el desarrollo de un pais, pues es base y
cimiento del desarrollo tecnolégico y cientifico.

Actualmente, a las Matematicas se les ha dado un enfoque “mecénico” y poco flexible, que consiste en
la memorizacion de conceptos y de pasos que nos llevan a la solucién de un ejercicio. El verdadero
enfoque de las Matematicas va mucho mas alla de ello, pues debe involucrar también un amplio
conocimiento y comprension de herramientas asi como el ingenio y creatividad para aplicarlos a un
suceso especifico o general.

Es precisamente este enfoque el que las Olimpiadas de Matematicas pretenden reflejar, al someter al
alumno a problemas nuevos que requieran de un conocimiento y comprensién general de algunas
herramientas matematicas, pero sobre todo, la capacidad para descubrir de qué forma puede usar él
estos conocimientos para llegar a un objetivo especifico.



1.4 El Comité Estatal para el afio 2006 esta formado por

Patricia Spindola

Profesora de la Universidad Autébnoma de Querétaro
Delegada Estatal de la Olimpiada Mexicana de Matematicas
e-mail: spindola@uaq.mx

Mat. Carmen Sosa Garza

Profesora de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autbnoma de Querétaro
e-mail: carsg@sunserver.uag.mx

Master Gilberto Reynoso Meza

Exolimpico
e-mail: greynosom@qgmail.com

Lic. Maria del Rosario Velazquez Camacho

Profesora del Instituto Tecnolégico y de Estudios Superiores de Monterrey, Campus
Querétaro y exolimpica
e-mail: mrvelazg@itesm.mx

David Oswaldo Pérez Martinez

Pasante de la Licenciatura en Mateméticas Aplicadas y Exolimpico
e-mail: dopm@latinmail.com

Valentin Tovar Lazcano

Alumno de la Licenciatura en Matematicas Aplicadas de la Universidad Autbnoma de
Querétaro y exolimpico
e-mail: valetl111@hotmail.com
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2 INTRODUCCION

La geometria es el estudio de las propiedades y caracteristicas de ciertos conjuntos como rectas,
angulos, triangulo y circunferencias, entre otros. Esta se desarrolla cuidadosamente de manera logica
por medio de lo que se denomina razonamiento deductivo.

A lo largo de la historia, las diferentes areas de la matematica han tenido distinto desarrollo al de la
geometria, pues ésta es un area que desde los Griegos, se ha llevado de la misma manera, pero con los
mismos buenos resultados, pues gracias a ella y al tipo de razonamiento que utiliza, es que se pueden
resolver muchos problemas de manera analoga en otras areas de la matematica y la ciencia en general.
La Geometria es una de las areas de la matemética mas antiguas y més bellas; nos ayuda a adquirir
habilidad en nuestros razonamientos asi como una manera correcta de escritura en nuestras
demostraciones.

A pesar de no haber sido el primero en trabajar en geometria, es a Euclides a quien se le reconoce por
su gran trabajo en este campo, y por ello a este tipo de geometria se le llama también Geometria
Euclidiana.

Este trabajo, pretende ser una guia de preparaciéon para los alumnos que deseen participar en la
Olimpiada Mexicana de Matematicas desarrollando habilidades geométricas para ello.

2.1 EUCLIDES

Euclides (Siglo Il A. C.)

Euclides es, probablemente, el escritor cientifico de mas éxito que jamas vivié. Su famoso libro, Los
Elementos, era un tratado de geometria y de teoria de los nUmeros. Durante mas de dos mil afios, todo
estudiante que aprendia geometria, lo hacia siguiendo el libro de Euclides. Y durante todo ese tiempo,
Los Elementos sirvieron de modelo para el razonamiento légico.

Nadie sabe, hoy dia, cuanta de la geometria en los Elementos fue desarrollada originariamente por
Euclides. Una parte puede haberse basado en libros anteriores, y se supone que algunas de las ideas
mas importantes de la obra se deben a Eudoxio, quien vivid mas o menos en la misma época. En todo
caso, de los libros que han llegado hasta nosotros, los Elementos es el primero que presenta la
geometria de una manera organizada y légica, comenzando con algunas suposiciones simples y
desarrollando los teoremas mediante el razonamiento deductivo.

Este ha sido el método fundamental de la matematica desde entonces. Es verdaderamente
extraordinario que fuera descubierto tan temprano y utilizando tan bien.

2.2 Un sistemalogico

Para comenzar con el estudio de todo tipo de materias, es necesario saber cuales son los elementos
con los que se trabajara; en este caso nuestros elementos primitivos (que no se definen) son:

v Punto
v Recta
v Plano



2.2.1 Postulados de Euclides

Ademés de lo anterior, se necesita conocer las bases de la geometria, y estas se encuentran en los
postulados de Euclides, que son:

Por dos puntos pasa unay sélo una linea recta.

A B
Dada cualquier linea recta, puede prolongarse indefinidamente en ambos sentidos.

A B
Dado un punto cualquiera y una distancia cualquiera, se puede trazar una y sO6lo una
circunferencia teniendo como centro el punto dado y como radio la distancia dada.

Todos los angulos rectos son congruentes.

Dada una recta y un punto fuera de ella, existe una y solo una linea recta paralela a la recta dada
que pase por el punto dado.

2.2.2 Propiedades de los numeros reales

También dentro de la geometria, los segmentos y los angulos cumplen la funcion de numeros,
considerandolos asi, cumplen con las propiedades de los niumeros reales; a continuacion se enuncian
las principales o las mas utilizadas.

Si a,b,c y d son niUmeros reales, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD

Reflexivaa=a

Simétrica Sia=b entoncesb =a

TransitivaSia=by b=c, entoncesa=c

AditivaSia=by c=d, entoncesa+c=b+d

Multiplicativa Sia=by ¢ =d, entonces ac = bd



PROPIEDAD DE TRICOTOMIA

Para cualquier par de numeros a y b, una y solo una de las siguientes afirmaciones es verdadera:
a=b; a<b; a>b

2.3 Métodos de demostracion

Todo teorema es una afirmacion que necesita demostrarse, esta estructurada de manera que si un
cierta afirmacion es verdadera, entonces una afirmacion diferente es también verdadera. La parte si, se
llama hipétesis; enuncia lo que se supone en la afirmacion. La parte entonces se llama conclusion y
enuncia lo que se quiere demostrar.

La redaccion de demostraciones constituye una parte importante en la Olimpiada de Matematicas y en
la matematica en general. Conviene tener practica en la redacciéon de demostraciones sencillas, antes
de seguir con demostraciones mas elaboradas.

Para poder realizar una demostracién, existen varias formas, se enunciaran algunas de ellas, que son
las més utilizadas en geometria.

2.3.1 Método directo

Este método consiste en realizar la demostracidén partiendo de la hipotesis hasta llegar a la conclusion
mediante deducciones, siempre utilizando postulados y propiedades conocidas.

2.3.2 Método de reduccion al absurdo

Este método consiste en negar la conclusion, usar esto como una hip6tesis adicional y proseguir la
demostracion hasta llegar a una contradiccion dentro de la demostracién. En ese momento se concluye
la demostracion suponiendo que la contradiccion proviene de haber negado la conclusion pues en
matematicas no hay contradicciones y por lo tanto la conclusion es verdadera.

2.3.3 ¢, Qué pasos hay que seguir en una demostracion?

En general, no hay una lista de pasos para realizar una demostracion, cada persona tiene una forma
particular de hacer demostraciones, pero en geometria se recomienda seguir los siguientes pasos:

Leer y entender el problema;

Identificar la hipotesis y la conclusion del problema;

Elaborar una figura de acuerdo a los datos del problema,;

De ser necesario, realizar algun trazo auxiliar en la figura hecha;
Elaborar un cuadro como el que sigue:

AFIRMACIONES RAZONES
1. hipotesis 1. Dado

e En este cuadro, ir escribiendo en la parte izquierda las deducciones hechas a partir de la
hipétesis y a la derecha el nombre del postulado o propiedad utilizado al hacer tal deduccion.
¢ La demostracion termina cuando se llega a la conclusion.



Esto es debido a que es importante escribir todas las afirmaciones que sean necesarias para la
demostracion, con la justificacion propia. Posteriormente, cuando se tenga préctica, se puede excluir el
cuadro de Afirmaciones — razones, sustituyéndolo por una buena redaccion del problema. En dicha
redaccion incluso se pueden excluir algunas de las razones por las que se concluyen las cosas, pero no
asi los pasos esenciales para deducir alguna de las proposiciones; por otra parte se puede dar una
buena demostracion utilizando la simbologia adecuada en lugar de redactar con palabras, por ello se
presentan a continuacién algunos simbolos basicos en una demostracién.

SIMBOLO SIGNIFICADO SE UTILIZA PARA...
P.D. Por demostrar ... indicar la conclusion de una proposicion,
teorema o problema.
sin perdida de generalidad |... resolver un caso arbitrario de entre varias
spg opciones. Los casos restantes se resuelven de
manera analoga (siguiendo el mismo método).
Entonces ... unir una proposicion con otro resultado que
= Es el simbolo de una|se demuestra a partir de ésta.
implicacién o condicional
Siy sélo si ... los casos en que se tiene una proposicion
o Es el simbolo de una doble |de la forma: Si a, entonces b; y ademas, si b,

implicacién o bicondicional | entonces a.

... indicar que hay un par de proposiciones que
iy contradiccion son contradictorias en la misma demostracion.
Esto es soOlo cuando se utiliza el método de
reduccion al absurdo.

€ pertenece ... indicar cuando un elemento estd en algun
otro elemento o0 conjunto.
3 Existe ... seflalar que hay por lo menos un elemento
gue cumple alguna afirmacién hecha.
v Para todo ... sefialar que para cualquier caso que se de,
se cumple la afirmacién hecha.
5 Tal que ... sefalar que algun elemento cumple alguna
| condicién establecida.
B Por lo tanto ... concluir una demaostracion.
| Demostracion terminada | ... indicar el final de la demostracién. Puede
lgqd Lo que se queria demostrar | ser este o algun otro simbolo.
ged Quod est demostrarum

A continuacion se presenta una afirmacién, demostrada por los métodos mencionados:

Proposicion: Si AB = CD, CD = EF, demostrar que 2AB = CD + EF.
Demostracion por método directo:

Utilizando el cuadro de Afirmaciones — Razones:

AFIRMACIONES RAZONES
1.AB=CD 1. Dado
2.CD=EF 2. Dado
3.AB=EF 3. Transitiva
4. AB+ AB=CD + EF 4. Aditiva
. 2AB=CD + EF 5. Simplificacion



Dando la demostracion redactada:

Se sabe que AB=CDyque CD =EF
Utilizando la propiedad transitiva de la igualdad, se tiene AB = EF
Ahora, utilizando la propiedad aditiva de la igualdad, se tiene AB + AB =CD + EF
Simplificando lo anterior, 2AB = CD + EF
lqgd

Demostracion por reduccion al absurdo:

Mediante cuadro de Afirmaciones — Razones:

AFIRMACIONES RAZONES
1.AB=CD 1. Dado
2.CD=EF 2. Dado
3.AB=EF 3. Transitiva
4. 2AB = CD + EF 4. Hipotesis adicional
5. spg 2AB > CD + EF 5. Tricotomia
6.CD + EF = EF + EF 6. Sustitucion
7.CD + EF = 2EF 7. Simplificacién
8. 2AB > 2EF 8. Transitiva
9. AB > EF Il 9. Simplificacion

en el paso anterior, la contradiccion
viene de suponer el punto 5.
10. Analogamente si 2AB < CD + EF

S.2AB=CD + EF

Mediante redaccion sin cuadro afirmaciones-razones:

Se sabe que AB=CDyque CD =EF

Utilizando la propiedad transitiva de la igualdad, se tiene AB = EF

Supongamos ahora que 2AB # CD + EF

Por la propiedad de tricotomia de los nimeros reales, se tiene que 2AB > CD + EF o bien que 2AB <
CD + EF.

Spg, supondremos que 2AB > CD + EF

Sustituyendo las igualdades que se tienen: CD + EF = EF + EF

Simplificando lo anterior: CD + EF = 2EF

Utilizando la propiedad transitiva de la igualdad: 2AB > 2EF = AB > EF !!!l
Esto contradice nuestra segunda afirmacion, por lo que 2AB > CD + EF es falso.
Anélogamente ocurre si 2AB < CD + EF.

S.2AB=CD + EF
ged



2.4 Definiciones preliminares

Rayo: Es una linea que tiene un punto como inicio, pero no tiene fin.

o

Angulo: Porcion de un plano, comprendido entre dos rayos.

-

Angulo agudo: Angulo que mide menos de 90°

/.

Angulo obtuso: Angulo que mide mas de 90°

Angulo recto: Angulo que mide 90°
P

=

Angulo llano: Angulo que mide 180°

Angulos Suplementarios: Aquellos angulos tales que su suma es igual a 180°

a/b

a+b=180

Angulos Complementarios: Aquellos angulos tales que su suma es igual a 90°

a+b=90



Angulos opuestos por el vértice: Aquellos angulos en los que los lados de uno, son las
prolongaciones de los lados del otro, es decir, sus lados son las mismas rectas, pero distinto rayo.

ay b son opuestos por el vértice

Bisectriz: Linea recta que divide a un &ngulo en dos angulos congruentes.

A

Rectas perpendiculares: Rectas que tienen entre si un angulo recto.

|
|

Segmento: EIl segmento AB es el conjunto de puntos formado por A, B y los puntos entre ambos. En
un segmento AB, se dice que C esta “entre” A y B, si C esta sobre la recta AB y dentro del segmento
AB. Se escribe (ACB) y ademas se tiene que
AC + CB = AB.

“A C °B

Punto medio: Un punto M se llama punto medio de un segmento AB, si M estd “entre” Ay C, y ademas
AB = BC. Decimos que el punto medio biseca al segmento.

“A M °B

Angulos congruentes: Los angulos congruentes son aquellos que tienen la misma medida.

Segmentos congruentes: Dos segmentos con la misma medida, son dos segmentos congruentes.

0 P




2.5 Ejercicios

1. Encuentra en suplemento a los siguiente angulos:
7.1 70°
7.2 90°
7.3 47°
7.4 63°

2. Enlafigura, los angulos tienen las medidas indicadas.
2.1. Nombrar un par de angulos complementarios
2.2. ¢Qué postulado permite asegurar que ZDAG = 105%?

3. Se da la figura, con el vértice M del &ngulo recto ZSMT en la recta AB, y ZTMB = 50°.
3.1. Nombrar un par de rayos perpendiculares, si hay alguno.
3.2. Nombrar un par de angulos complementarios, si lo hay.
3.3. Nombrar un par de angulos congruentes, si hay alguno.
3.4. nombrar un par de angulos suplementarios, si lo hay.

4. Completar cada uno de los siguientes enunciados para que resulten ciertos:
4.1. El suplemento de un angulo agudo, es un angulo
4.2. El complemento de un angulo agudo, es un angulo

5. Si la medida de cada angulo es dos veces la medida de su complemento, ¢ cuél es la medida de

cada angulo?

Angulos suplementarios a &ngulos congruentes, son congruentes.

Angulos complementarios a &ngulos congruentes, son congruentes.

Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Sien la figura ZDAB = Z/DBA y ZCAD = £ CBD, entonces ZCAB = ZCBA.

© xoNO

A B

10. Sean A, B, C y D como en la figura, con AD = CB. Demostrar que AC = DB.

A C D B

11. Dado un angulo agudo, construye un angulo congruente.



3 EL TRIANGULO

3.1 Clasificacion de los triangulos

Si A, By C son tres puntos cualesquiera no alineados, entonces la reunion de los segmentos AB, AC y

BC se llama triangulo, y se indica con AABC. Los puntos A, B y C se llaman vértices, y los segmentos
AB, AC y BC se llaman lados.

Por sus lados:
Equilatero: Triangulo cuyos lados son todos congruentes.

/\

Is6sceles: Tridngulo que tiene dos lados congruentes.

A

Escaleno: Triangulo cuyos tres lados son todos desiguales.

Por sus angulos:
Acuténgulo: Tridngulo con sus tres angulos agudos.

AN

Obtusangulo: Triangulo con un angulo interno obtuso.

c
x 5

Rectangulo: Triangulo con un &ngulo interno recto.

Se puede observar esta clasificacion como sigue:

TRIANGUI 0OS

4:/\»

Lados Angulos

Obtusanaulo



3.2 Rectas del triangulo

Mediana: En un tridngulo, los segmentos que van de un vértice al punto medio del lado opuesto se
llaman medianas. Son tres y se cortan en el baricentro, gravicentro o centroide.

[

Bisectriz interior: Es la bisectriz (linea recta que corta en dos angulos congruentes) de un angulo
interior de un triangulo. Son tres y se cortan en el incentro (centro de la circunferencia inscrita).

Bisectriz exterior: Es la bisectriz de un angulo exterior de un triangulo. Son tres y se cortan por parejas
junto con una bisectriz interna en los excentros.

Mediatriz: La mediatriz de un segmento AB es la linea recta que pasa perpendicularmente por su punto
medio. En un tridngulo hay tres y se cortan en el circuncentro (centro de la circunferencia circunscrita).

Altura: Linea recta que une perpendicularmente un vértice con el lado opuesto 0 su prolongacion, en
todo triangulo hay tres y se cortan en el ortocentro.




3.3 Congruencia

Dados dos triangulos AABC y AA'B'C’ son congruentes si y solo si ocurren las seis igualdades
siguientes:

AB = A'B' ZA=ZA
BC =B'C' /B = /B
CA=C'A ZC=/C'

3.3.1 Criterios de congruencia

Para que dos triangulos sean congruentes es suficiente que cumplan una de las siguientes tres
condiciones:

Angulo-Lado-Angulo (ALA): Tienen dos angulos congruentes y el lado comprendido entre ellos
congruente.

Lado-Angulo-Lado (LAL): Tienen dos lados congruentes y el angulo comprendido entre ellos
congruente.

Lado-Lado-Lado (LLL): Tienen los tres lados congruentes.

3.4 Teorema de Pitagoras

En Todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
dos catetos; e inversamente, si en un triangulo, el cuadrado del lado mayor es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados, entonces el triAngulo es un triangulo rectangulo.



3.5 Ejercicios

1. Si dos segmentos se bisecan, entonces los segmentos que unen los extremos de los segmentos
dados son congruentes.

Si AE interseca a BD en C, de modo que AC =DC y BC = EC. Demostrar que ZA=4D.

3. Enlafigura, AH = FH, Z/AHB = Z/FHB. Demostrar ZA = /F

N

4. Terminar la siguiente demostracion:
Dato: La figura, con CD L AB y AD = BD. Demostrar AADC = ABDC

C

A D B

AFIRMACIONES RAZONES
1. AD =BD 1. Dado
2.CD L AB 2.
3. ZADC = #/BDC 3. Definicion de perpendicularidad y
angulo recto
4.CD=CD 4. ldentidad
5. AADC = 3.

5. Datos: AMKP y AXYZ son tales que ZM = £Y, ZMKP = £YXZ y MK = XY. Demostrar PK = ZX

P Y

K

6. Un segmento RS y los puntos T y U en lados opuestos de la recta RS tales que
TR =UR, TS=USy UR < US. Demostrar que £T = £ U.
7. Enlafigura, si AE = BC, AD = BD y DE = DC, demostrar que £E = ZC.

8. En la siguiente figura, si KG 1 GH, LH 1 GH y /ZKHG = Z/LGH, demostrar que
KH =LG.

G H




9.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

En la figura, AC = BC y ZLCAE = ZCBD. Demostrar que AACE = ABCD.

A B

Datos: DG = CH, D = ZC, AG 1 DK, BH L CK. Demostrar: AD = BC.

D c

La recta L es perpendicular a XY y biseca a XY en S. Los puntos Ry T son los puntos medios de XS

y YS, respectivamente. Los puntos A y B se toman en L en lados opuestos de XY de tal modo que
AX =BY y AT = BR. Demostrar que AS = BS.

Se sabe que BQ corta a PA en R, pero BQ # PA. By Q estan en lados opuestos de larecta PA. Sy
C son puntos en los segmentos PR y AR, respectivamente, tales que
RS = RC, BC L PAy QS L PA. También, ZBAR = ZQPR. Demostrar que PA biseca a BQ y que
Z/ABC = Z/PQS.

Se dan dos tridngulos congruentes. Demostrar que la bisectriz de un angulo de uno de los triangulos
es congruente con la bisectriz del angulo correspondiente del otro triangulo.

Las medianas trazadas a los lados congruentes de un triangulo isésceles, son congruentes.

La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos tales que equidistan a dos puntos
dados. Los puntos son los extremos del segmento.

Demostrar que la bisectriz de cada angulo de un triAngulo equilatero es una mediana del triangulo.
En un triangulo is6sceles, la altura, la mediana, la mediatriz y la bisectriz del lado ( o angulo)
desigual, son la misma recta.

Todo triangulo con dos alturas congruentes es issceles.



4 PARALELISMO

Postulado de las paralelas de Euclides: Dada una recta y un punto fuera de ella, existe una y sélo una
recta que pasa por ese punto y es paralele a la recta dada.

TEOREMA: Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal, entonces forman angulos alternos
internos congruentes; y viceversa, si en dos rectas cortadas por una transversal los angulos alternos
internos son congruentes, entonces las rectas son paralelas.

TEOREMA: La suma de los angulos interiores de un triangulo es igual a 180°

a c b

4.1 Proporcionalidad

Razén: Cociente de dos niumeros o cantidades.

a A8 5
b CD 8
Proporcion: Igualdad entre dos razones.
a_AB 5_10
b CD 8 16

Segmentos proporcionales: Segmentos que guardan la misma proporcion.
a AB a_ AB

b CD b CD

TEOREMA FUNDAMENTAL DE PROPORCIONALIDAD: Si dos o mas rectas son cortadas por dos
transversales, entonces los segmentos que éstos determinan son proporcionales; y si dos 0 mas rectas
cortadas por dos transversales forman segmentos proporcionales y ademas dos de las rectas son
paralelas, entonces todas las rectas son paralelas entre si.

i

f OR _PQ
RS QT




4.1.1 Propiedades de las proporciones:

: . a ¢ . . b d a b
i) De la proporcion —=— se siguen las proporciones —=—y —=—
b d a ¢ c¢c d
..a ¢ . .
i) —=— siysolosiad=bc
b d
i @ C a+b c+d ., a+b c+d
iii)Si —=—,entonces ——=-——— yademas — =
b d b d a-b c-d
X, X, X X X, X, X, X +X,+X _
iv) Si —="2="3=_"" entonces —~ =12 ="1 "2 "3 'atc. Mas aln, para cualesquiera a;
Y. Y2 Vs Yn Yo YitY, YitYatYs
X, X, X X a, X, +a,X, +..+a,x
£0.Sir="2="2="3-_"" entonces r=-1"1 272 K=k . donde 1<k <n
Y. Yo Y3 Ya ay, tay, +..tay

4.2 Semejanza

Dados dos triangulos AABC y AA'B'C’ son semejantes si y solo si ocurren todas las igualdades

siguientes:
AB BC CA

AB BC CA
/A=/A  /B=sB  /C=,C

B

A c A/ ~_ ¢

4.2.1 Criterios de semejanza

Dados dos triangulos, son semejantes si cumplen con alguna de las siguientes condiciones:

LAL: Tienen dos lados proporcionales y el angulo comprendido entre ellos congruente.
LLL: Tienen los tres lados proporcionales.
AA: Tienen dos angulos congruentes.



4.3 Ejercicios

10

11

En los lados del ZA, se toman los puntos B y C de tal modo que AB = AC. Una recta por B es

perpendicular a AC en D. Analogamente, una recta por C es perpendicular a AB en E. Si AD =
AE, demostrar que BD = CE.

La bisectriz es el lugar geométrico de los puntos tales que equidistan a dos rectas dadas. Las
rectas de que habla son las que forman los lados del angulo.

En un plano, si dos rectas son paralelas a una tercera, entonces son paralelas entre si.

En un plano, si una recta es perpendicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a la
otra.

En todo triangulo, el angulo externo es igual a la suma de los angulos internos no adyacentes.
Mostrar que la bisectriz de un angulo interno y la bisectriz del &ngulo externo correspondiente, se
cortan perpendicularmente.

Las medidas de los angulo de un triangulo estan en la razén 1:2:3. Hallar la medida de cada
angulo.

En la siguiente figura AD = DC, AB = AC, el angulo ZABC, mide 75° y el angulo Z/ADC mide 50°.
¢,Cuénto mide el &ngulo #BAD? (Examen Canguro Mateméatico 2000, OMM)

D

@

¢Cuanto vale el angulo x, si las rectas son paralelas? (Examen de Ubicacion,
OMMor 1999)

40

100

En la figura, AB y CD se bisecan en E. Demostrar que AD || cB.
C B

A D

En la siguiente figura, AC = BC y ZDCE = #B. Demostrar que CE | |AB.

c E



12

13
14

15
16

17

18

19

20

21

22

23

Mostrar que en cualquier triangulo, los puntos medios de uno dos lados, forman un segmento
paralelo al tercer lado e igual a la mitad de este.

En todo triangulo, las medianas se cortan en proporcion 1:2.

Demostrar que el centro de la circunferencia circunscrita de un tridngulo rectangulo es el punto
medio de la hipotenusa.

Todo triangulo con dos medianas congruentes es isésceles.

En el tridngulo AABC, el ZACB es un é&ngulo recto y CD 1 AB. Demostrar que
/A = Z/BCD.

Demostrar que una recta paralela a la base de un triangulo isésceles y que interseca a los otros
dos lados en puntos diferentes, determina otro triAngulo isosceles.

Se tiene que AC y BD se intersecan en E, con (AEC) y (DEB), tal que AD = BC y
AD | | BC. Demostrar gue AC y BD se bisecan en E.

En el triangulo AABC, la bisectriz de ZA interseca a BC en D. La mediatriz de AD interseca a AC
en G. Demostrar que GD | | AB.

En lafigura, PR L RQ, ST L RQyY SQ L PS. Demostrar que ZP = £Q.

.
Demostrar que si la bisectriz de un angulo externo de un triangulo es paralela a un lado del
triangulo, éste es isésceles.

En la figura, DE | |AB, EF || AC, y D es el punto medio de AC. Demostrar que ACDE = AEFB.
C

Se da un triangulo equilatero, AABC. En el rayo opuesto a EA\ tébmese el punto D tal que BD =
AC. Demuéstrese que #BCD = 30°.



5 CUADRILATEROS

5.1 Definiciones

Cuadrilatero: Figura cerrada formada por cuatro segmentos.

Paralelogramo: Cuadrilatero con ambos pares de lados opuestos paralelos.

Rombo: Paralelogramo con un par de Iados adyacentes congruentes

Rectangulo: Paralelogramo con un angulo recto

Cuadrado: Paralelogramo con un angulo recto y sus cuatro lados congruentes.

A D

Trapecio: Cuadrilatero que tiene exactamente un par de lados opuestos paralelos.

Trapecio is6sceles: Trapecio cuyos lados no paralelos, son congruentes.

Cuadrilatero convexo: Un cuadrilatero es convexo, si dos cualesquiera de sus vértices no estan en
lados opuestos de una recta que contiene a un lado del cuadrilatero. O bien, si se toman dos puntos
dentro del cuadrilatero y el segmento que los une se encuentra completamente contenido dentro del

cuadrilatero.

Diagonal: En un cuadrilatero, una diagonal es un segmento que uno dos vértices que no forman un

lado.

Distancia de un punto a una recta: La distancia de un punto a una recta es la longitud del segmento

perpendicular del punto a la recta.



5.2 Ejercicios

PO

No o

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero convexo es igual a 360°.

Las diagonales de un rombo son perpendiculares.

En un paralelogramo, los lados opuestos cualesquiera son congruentes.

Si un lado de un cuadrilatero es igual y paralelo a su lado opuesto, entonces el cuadrilatero es un
paralelogramo

En un paralelogramo, dos &ngulos opuestos cualesquiera son congruentes.

Las diagonales de un paralelogramo se bisecan

Se dan un paralelogramo y una de sus diagonales. Demostrar que si se trazan segmentos desde los
vértices opuestos, perpendiculares a la diagonal, entonces dichos segmentos son paralelos y
congruentes.

Se da cualquier tridangulo y los puntos medios de los lados. Demostrar que el perimetro del triangulo
formado por los puntos medios tiene la mitad del perimetro del tridngulo original.

Las diagonales AC y BD del paralelogramo ABCD se cortan en M. Demostrar que si los puntos X, Y
estan en lados opuestos del paralelogramo, y XY contiene a M, entonces M biseca a XY.

Mostrar que las diagonales de un rombo bisecan a los angulos del rombo.

Mostrar que las diagonales de un rectdngulo son congruentes.

El segmento que une los puntos medios de dos de los lados de un trapecio es igual a la semisuma
de los lados paralelos.

Si ABCD es un paralelogramo en el que L y M son puntos medios de AB y CD respectivamente,
demostrar que los segmentos LC y AM dividen a la diagonal en tres segmentos congruentes.

Dado cualquier cuadrilatero, el cuadrilatero formado por los puntos medios de cada lado, es un
paralelogramo.

El cuadrilatero GHKM es un paralelogramo y MQ = HP. Demostrar que GK y PQ se bisecan.

M Q K

G

b H

En la figura, DEBF es un paralelogramo y AE = CF. Demostrar que ABCD es un paralelogramo.
D C

E

A

B
Si ABCD es un cuadrado y P, Q, Ry S son los puntos medios de AB, BC, CD y DA, respectivamente.
Demostrar que ZPQR = ZPSR.
En el cuadrildtero ABCD, AC 1 BD en F, AC = BD y FD = FC. Demostrar que
AACD = ABDC.
Dos rectas paralelas son equidistantes en todas partes.
Las diagonales de un trapecio isésceles son congruentes.



6 AREAS

6.1 De un circulo
Un circulo o region circular es la reunion de una circunferencia y su interior.

El area del circulo, es el area de la region circular correspondiente. El area de un circulo de radio r es

nre,

6.2 De un sector circular

Un sector circular es una porcion de circulo formada por dos radios, el arco que abarcan y el interior de
2

la figura formada por ellos. El area de un sector circular de radiores S =

, donde 0 es el angulo

central formado por los lados del sector.

6.3 De un paralelogramo

El area de un paralelogramo es el producto de una base cualquiera y la altura correspondiente.

A=b*h
b 1

6.4 De un rectangulo

El area de un rectangulo es igual al producto de sus lados. A =ab




6.5 De un trapecio

El area de un trapecio es la mitad del producto de su altura y la suma de sus bases.
h(b, +b,)
2

b2

A=

bl

6.6 De un triangulo

El &rea de un triangulo es la mitad del producto de cualquiera de sus bases y la altura correspondiente.
b*h
A=
2

h b X

|
|
|
|
|
|
b

e
o

El area de un triangulo rectangulo es la mitad del producto de sus catetos.

. . . a+b+c
Formula de Heron: Si a, b y ¢ son las longitudes de los lados de un triangulo, S :T es el

semiperimetro del tridngulo. El area del triangulo es:
A=./S(S-a)(S-b)S -c)




6.7 Ejercicios

A

o g

© N

Si dos triangulos son congruentes, sus areas son congruentes.

La mediana de un triangulo divide al triangulo en dos triangulos de areas congruentes.

Si dos triangulos tienen la misma altura, entonces la razon de sus areas es igual a la razén de sus
bases.

Si se unen los puntos medios de un triangulo cualquiera, los segmentos dividen al triangulo en 4
regiones de areas congruentes.

El area de un rombo es igual a la mitad del producto de sus diagonales.

En la figura, B es el punto medio de AC, y ED | AC. Demuéstrese que
AABE = ABCD.

E D

Un triangulo y un paralelogramo tienen areas iguales y bases iguales. ¢ COmo comparan sus alturas?
En la siguiente figura los lados grandes y chicos son todos iguales entre si. Los lados chicos miden la
mitad de los grandes. Todos los angulos son rectos y el area es 200 cm?. ¢ Cudl es el perimetro de la
figura? (Examen de Ubicacion OMMor, 1999)

En la siguiente figura ABCD es un cuadrado. AB = 12. S A’, B', C'y D’ son puntos medios de AO,
BO, CO y DO respectivamente, encontrar el &rea de la regiéon sombreada. (Examen Estatal de la XIII
OMMor, 1999)

A B

10. En la figura los puntos P, Q, R y S dividen cada lado del rectangulo en razon 1:2. ¢ Cual es el

cociente entre el area del paralelogramo PQRS y el area de ABCD? (Examen Canguro Matematico
2000)

P

C

D R

11. Hallar el area de un triangulo equilatero de lado 2, y también el area de un triangulo equilatero de

lado k.

12. Un cubo se encuentra inscrito en una esfera cuyo radio mide 1 cm. ¢Cudl es la longitud del lado del

cubo? (Recopilacion de problemas OMMQro, 2000)



13. En un tridngulo equilatero de papel se doblan las tres esquinas hacia adentro de tal manera que los
tres veértices queden justo en el centro del triangulo. Describir el contorno de la figura obtenida.
(Recopilacion de problemas OMMQro, 2000)

14. Cinco triangulos equilateros, cada uno de lado 23, son arreglados de tal manera que todos ellos
estan del mismo lado de una linea que contiene un lado de cada uno. Sobre la linea, el punto medio
de la base de un triangulo es un vértice del siguiente. ¢ Cudl es el area de la region del plano que es
cubierta por la union de los tridngulos?

15. Un cuadrado y un rectadngulo tienen areas iguales. Si el rectangulo mide 25 cm, por 16 cm. ¢Cual es
la longitud de un lado del cuadrado?

16. La altura de un triangulo equilatero es 12. Determinar la longitud de un lado y el area del triangulo.

17. Un trapecio tiene lados paralelos de 13 cm y 21 cm de longitud. El lado més largo de los lados no
paralelos mide 17 cm y el mas corto es perpendicular a los lados paralelos. Calculese el area del
trapecio.



7 LA CIRCUNFERENCIA

7.1 Definiciones

Postulado 3 de Euclides: Dado un punto cualquiera y una distancia cualquiera, podemos trazar unay
sélo una circunferencia teniendo como centro el punto dado y como radio la distancia dada.

Tangente: Si A es un punto sobre la circunferencia de centro O y radio r C(o,r), m es una recta

perpendicular al radio en el extremo A.

Secante: Cualquier recta m que cruce la circunferencia en dos puntos.

)

Cuerda: Segmento de recta que tenga sus extremos sobre la circunferencia y no pase por el centro.
Angulo central: Angulo formado por dos radios.

&

Angulo inscrito: Angulo formado por dos cuerdas.

Y

Diametro: Cuerda que pasa por el centro.

L

Angulo semi-inscrito: Angulo formado por una cuerda y un segmento tangente.



7.2 Teoremade arco central y arco inscrito

Dada una circunferencia con centro O y tres puntos A, By C sobre ella, entonces ~AOC =2_-ABC

7.3 Teorema de tangente y triangulo inscrito

Sea C; la circunferencia circunscrita al triangulo AABC, sea | la tangente a C; en el punto C. El &ngulo
formado por la tangente y el lado CA es igual al angulo ZABC.

Va

Cuadrilatero ciclico: Cuadrilatero cuyos vértices se encuentran sobre la misma circunferencia.

ODC

Teorema: El cuadrilatero ABCD es ciclico si y s6lo si cumple una de las siguientes condiciones:
a) /ABC + ZCDA =180°
b) «ADC = ZABC

7.4 Cuadrilateros ciclicos

a+b=180

Formula de Brahmagupta: Si a, b, c y d son las longitudes de los lados de un cuadrilatero ciclico,

a+b+c+d . o . .
S:f es el semiperimetro del cuadrilatero, entonces el area del cuadrilatero es

A=./(S-a)(S-b)(S—c)(S—d)




7.5 Ejercicios

1.

Sea ABCD un cuadrilatero ciclico, una circunferencia C; que pasa por Ay D corta a la recta AB en E,
y otra circunferencia C, que pasa por C y D corta a la recta BC en F. Sea G el segundo punto de
interseccién de C; y C,. Muestre que E, F y G son colineales.

Si AB y CD son dos didmetros de una circunferencia, entonces AC = BD y AC || BD.

Demostrar que las tangentes a una circunferencia en los extremos de un didmetro son paralelas.

En la figura, cada una de las circunferencias con centros A, B y C es tangente a las otras dos. Si AB
=10, AC = 14 y BC = 18, determinese el radio de cada circunferencia.

La perpendicular desde el centro de una circunferencia a una cuerda biseca a ésta.

El segmento desde el centro de una circunferencia al punto medio de una cuerda es perpendicular a
ésta.

A cuerdas iguales corresponden arcos iguales.

Un &ngulo inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.

AB es un diametro de una circunferencia y C y D son puntos de la misma a lados opuestos de AB
tales que BC = BD. Demuéstrese que AABC = AABD.

10. Si dos tangentes a una circunferencia se intersecan, forman un triangulo isésceles con la cuerda

gue une los puntos de tangencia.

11. En la figura de la derecha, si RP =8, MP =6 y PQ = 3, calcular KQ.

R

%

=

12. Se da la circunferencia con centro P y, ademas, CB || PQ. Si «BCP = 55° determinense los arcos

BQy AD.

s



8

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

8.1 Ejercicios 2.5

1.

ook w N

8.

1.1 110° 1.2 90° 1.3 133° 1.4 117°

21 ZKAG y ZFAD 2.2 Aditivo

31 MSLMT 32 ZABSy Z/TMB 3.3 Noloshay 3.4 ZTMB y ZAMT
4.1 Obtuso 4.2 Agudo

a=2(90-0a) = a=180-20 = 300=180 = «=180/3 .. a=60°
Sean a, B,vy, Y & cuatro &ngulos tales que . + 3 =180° y+38=180°y a=y.
P.D.B=5

AFIRMACIONES RAZONES
1. a+p=180° 1. Dado
2. y+3 =180° 2. Dado
3. a+PB=7y+3 3. Propiedad Transitiva de la igualdad
4. o=y 4. Dado
5 B=5 5. Cancelacién
=39
P m
Seana, B,y, Y & cuatro &ngulos tales que oo + B=90°% y+8=90°y a=y.
P.D. B =59
AFIRMACIONES RAZONES
1. a+B=90° 1. Dado
2. y+3 =090° 2. Dado
3. a+P=y+5 3. Propiedad Transitiva de la igualdad
4. a=y 4, Dado
5 B=5 5. Cancelacion
“B=29
P _

Sean a y B dos angulos opuestos por el vértice. P. D. a =

AFIRMACIONES RAZONES
1. a+y=180° 1.a y y son suplementarios
2. B+y =180° 2.B y y son suplementarios
3. a =98 3. Suplementos a un mismo angulo
Joo =
" |
AFIRMACIONES RAZONES
1. «DAB = «/DBA 1. Dado
2. Z/CAD=CBD 2. Dado
3. /CAB+ /CAD = /DBA + ~CBD 3. Propiedad aditiva de la igualdad
4. /CAB = /CBA 4. Simplificacion

.. ZCAB = ZCBA
|



10.

AFIRMACIONES RAZONES
1. AD=CB 1. Dado
2. AD=AC +CD 2. (ACD)
3. CB=CD+DB 3. (CDB)
4. AC+CD=CD+DB 4. Sustitucion
5. AC=DB 5. Cancelacion
.. AC=DB

11. Para reproducir un angulo dado, se siguen los siguientes pasos:
Sea el &ngulo dado el siguiente:

a) Trazar un segmento AB:

O

A

b) Colocar el compés en el vértice del &ngulo dado y trazar un arco cualquiera sobre el angulo:

¢) Con esta misma abertura, trazar un arco con vértice en A (uno de los extremos del segmento dado:

o 0
A

d) Con el compas medir la distancia entre los dos puntos de interseccion del arco con el angulo dado:

e) Colocando el compés (con la abertura de la medida del punto anterior) sobre el punto de interseccion
del arco y el segmento dado. Medir sobre el arco la abertura dada.



f) Unir el vértice A con el punto encontrado en (e):

g) El angulo asi trazado es congruente al &ngulo dado:




8.2 Ejercicios 3.5

1. Sean ABy CD dos segmentos tales que se bisecan en L.

P.D. AC=DB

AFIRMACIONES
ABy CD se bisecanen L
L es punto medio de AB
L es punto medio de CD
AL=LB
CL=LD
ZALC = /BLD
AALC = ABLD
AC =BD

N

No gk ow

.. AC=BD

RAZONES
Dado
Definicion de bisecar

N =

Definicion de punto medio

Definicion de punto medio

Angulos opuestos por el vértice
Criterio de congruencia LAL

Lados correspondientes en triAngulos
congruentes.

Noos~w

B

AFIRMACIONES
1. AC=CD
2. AACD es isOsceles
3. ZCAD = ZCDA
s ZA=2D

AFIRMACIONES
1. AH=FH
2. /AHB = /FHB

RAZONES
1. Dado
2. Definicion de triangulo isGsceles
3. Propiedad de triangulo isGsceles

RAZONES
1. Dado
2. Dado



3.
4,
5.

ghrwhRE

arLONE

HB = HB
AAHB = AFHB
Z/HAB = Z/HFB

s ZLA=ZF

AFIRMACIONES

AADC = ABDC

AFIRMACIONES
M = 2Y
MK = XY
ZMKP = £YXZ
AMKP = AYXZ
PK=2zX

AFIRMACIONES
UR=TR
US=TS
RS =RS
ARUS = ARTS
ZRUS = ZRTS

3. ldentidad

4. Criterio de congruencia LAL

5. Angulos correspondientes en triangulos
congruentes

D B

RAZONES
Dado

Criterio de congruencia LAL

arLODE

RAZONES
Dado
Dado
Dado
Criterio de congruencia LAL
Lados correspondientes en triangulos congruentes

ged

arwpdE

RAZONES
Dado
Dado
Identidad
Criterio de congruencia LLL
Angulos correspondientes en triangulos
congruentes

lgqd



ahrwNE

PwnNpE

OCeNoGOR~WNE

AFIRMACIONES
AE =BC
AD =BD
DE =DC
AADE = ABDC
/E=2/C

AFIRMACIONES

KG L GH
/KGH = 90°
LH L GH

Z/LHG = 90°
/KGH = /LHG
/KHG = /LGH
GH =GH
AKGH = ALHG
KG = LH

AFIRMACIONES
/ECA = ZDCB
AC =BC
ZCAE = ZCBD
AACE = ABCD

aprwdE

o c

RAZONES
Dado
Dado
Dado
Criterio de congruencia LLL
Angulos correspondientes en triangulos
congruentes

lgqd

CeoNohRwWNE

L

RAZONES
Dado
Definicién de perpendicularidad
Dado
Definicién de perpendicularidad
Propiedad transitiva
Dado
Identidad
Criterio de congruencia ALA
Lados correspondientes en triangulos
congruentes

¢

RAZONES
Identidad
Dado
Dado
Criterio de congruencia ALA

PwnNPE



10. Datos: DG = CH, ZD = ZC, AG L DK, BH 1L CK. Demostrar : AD = BC.

11.

©CoNOOhAWNPE

CoNohr~ONE

PR RRRRERRRERRE
©CONOURWNRERO

AFIRMACIONES

DG = CH
/D=/C

AG L DK
Z/AGD = 90°
BH L CK
/BHC = 90°
/AGD = /BHC
AAGC = ABHC
AD = BC

AFIRMACIONES
L bisecaa XY en S
XS =SY
R punto medio de XS
SR =RS
T punto medio de SY
ST=TY
XS =XR + RS
SY=ST+TY
XS =2RS

. ST =2ST
.RS=ST

. XS+ ST=RS +8Y
.XT=RY

.AT =BR

.AX=BY

. AXAT = AYBR

. LATX = ZBRY

. AATS = ABRS

.AS =BS

D

CoNokhwNE

PRRRRPRRRER
~NOoOUDMWNREO

ol
© 00

Cc

B

RAZONES
Dado
Dado
Dado
Definicion de perpendicularidad
Dado
Definicion de perpendicularidad
Propiedad transitiva de la igualdad
Criterio de congruencia ALA
Lados correspondientes en triangulos
congruentes.

CoNoORWNE

lgqd

RAZONES

Dado

Definicion de bisecar
Dado

Definicion de punto medio
Dado

Definicién de punto medio
(XRS)

(STY)

Simplificacion

. Simplificacion

. Simplificacion

. Propiedad aditiva de la igualdad

.(XST) y (RSY)

. Dado

. Dado

. Criterio de congruencia LLL

. Angulos correspondientes en triangulos

congruentes

. Criterio de congruencia LAL
.Lados correspondientes en

triangulos
congruentes

¢



12.

N~ WNE

AFIRMACIONES
BC L PA

Z/RCB =90°

QS L PA

Z/RSQ = 90°

Z/RCB = Z/RSQ

RC = RS

/BRC = ZQRS

ABRC = AQRS

/BCA = 90°

. ZQSP =90°

. /BCA = ZQSP

. Z/BAR = /BAC

. ZQPR = ZQPS

. Z/BAR = ZQPR

. Z/BAC = ZQPS

. ZCBA es complemento de ZBAC
. ZSQP es complemento de ZQPS
. ZCBA = ZSQP

. ~.Z/ABC = /PQS
.BC=QS

. AABC = APQS
.CA=SP
.RC+CA=RS+SP
.RA=RP

. R punto medio de AP
.AB =PQ

.AABR = APQR
.BR=0QR

. R punto medio de BQ
. AP y BQ se bisecan

CoNooOrwWNE

19.
20.
21.
22.

23.
24.
25.
26.

27.
28.

29
30

RAZONES
Dado
Definicidn de perpendicularidad
Dado
Definicion de perpendicularidad
Propiedad transitiva de la igualdad
Dado
Angulos opuestos por el vértice
Criterio de congruencia ALA
Definicidn de perpendicularidad
. Definicién de perpendicularidad
. Propiedad transitiva de la igualdad
. (ACR)
. (PSR)
. Dado
. Propiedad transitiva de la igualdad
. Definicién de complemento
. Definicién de complemento
. Propiedad
Cambiando el orden
ABRC = AQRS
Criterio de congruencia ALA

congruentes

Propiedad aditiva

(RCA) y (RSP)

Definicion

congruentes

Criterio de congruencia LAL
congruentes

. Definicion

. Definicién

Lados correspondientes en triangulos

Lados correspondientes en tridngulos

Lados correspondientes en triAngulos

Qed



13.

Sean dos triangulos congruentes AABC = ADEF. Sean BL bisectriz de ZABC y EM bisectriz del angulo

/DEF

A

P.D. BL = EM

=

14..

AFIRMACIONES

AABC = ADEF

AB = DE

BC = EF

AC = DF

ZA=/D

/B=/E

/C=/F

BL bisectriz de ZABC
ZABL = ZLBC
ZABC =2/ABL

EM bisectriz de ZDEF
/DEM = ZMEF
/DEF = 2/DEM

.2ZABL = 2/DEM
. ZABL = Z/DEM

. AABL = ADEM
.BL=EM

L

Cc

N =

D M E

RAZONES
Dado
Lados correspondientes en triangulos
congruentes

Angulos correspondientes en
triAngulos congruentes

Dado
Definicion de bisectriz
Sustitucion
Dado
Definicion de bisectriz
Sustitucion
. Propiedad transitiva de la igualdad
. simplificacion
. Criterio de congruencia ALA
. Lados correspondientes en triangulos
congruentes

¢

Cc

Sea AABC un triangulo is6sceles con AB = BC. Sean AL y CM medianas.
P.D. AL=CM

ogabkwnpE

AFIRMACIONES

AABC es is6sceles
/BAC = ZBCA

CM es mediana

M es punto medio de AB
AM = MB

AL es mediana de BC

RAZONES
Dado
Propiedad de un triangulo is6sceles
Dado
Definicion de mediana
Definicion de punto medio
Dado

ogrwnNE



7. L es punto medio de BC 7. Definicion de mediana

8. BL=LC 8. Definicién de punto medio

9. AB=AM +MB 9. (AMB)

10.CB=CL +LB 10. (BLC)

11. AB=AM + AM 11. Sustitucion

12.CB=CL+CL 12. Sustitucion

13. AB = 2AM 13. Simplificacion

14.CB =2CL 14. Simplificacion

15. 2AM = 2CL 15. Propiedad transitiva de la igualdad
16. AM =CL 16. Simplificacion

17. Z/MAC = ZBAC 17. (BMA)

18. ZLCA = ZBCA 18. (BLC)

19. /MAC = Z/LCA 19. Propiedad transitiva de la igualdad
20. AC = AC 20. Identidad

21. AMAC = ALAC 21. Criterio de congruencia LAL

22 CM = AL 22. Lados correspondientes en

tridngulos congruentes
..Las medianas son congruentes

15. Sea AB un segmento cualquiera y | la mediatriz del segmento AB.
Se tienen que demostrar dos cosas:
a) SiPe |, entonces P equidista de Ay B.

Sea L punto medio de AB.

AFIRMACIONES RAZONES
1. L punto medio de AB 1. Dado
2. AL=LB 2. Definicion de punto medio
3. LPLAB 3. Definicion de mediatriz
4. ZALP = 90° 4. Definicién de perpendicularidad
5. /BLP =90° 5. Definicion de perpendicularidad
6. ZALP = /BLP 6. Transitividad
7. LP=LP 7. ldentidad
8 AALP =~ ABLP 8. Criterio de congruencia LAL
9. AP =BP 9. Lados correspondientes en triangulos

congruentes

~.P equidista de Ay B 10. Definicion de equidistar

b) Si Q equidista de Ay B, entonces Q < |I.

Q

A L B

AFIRMACIONES RAZONES



NogakrwnpE

©

9.

10.
11.
12.
13.

Q equidistade Ay B
AQ =QB

L es punto medio de AB
AL=LB

LQ=LQ

AAQL = ABQL

Z/QLA = ZQLB

Z/QLA + QLB = 180°
2/QLA = 180°

ZQLA =90°

Z/QLB =90°

QL L AB

QL es mediatriz

L Qel

Nogh~wbdbrE

10.
11.
12.
13.

Dado
Definicién de equidistar
Dado

Definicién de punto medio

Identidad

Criterio de congruencia LLL

Angulos correspondientes en triangulos

congruentes

Angulos suplementarios
Simplificacion
Simplificacion
Transitividad

Definicién de perpendicularidad

Definicion de mediatriz

16. Sea ABC un tridngulo equilatero. spg sea | bisectriz de ZABC.
P. D. | es mediana

A L c

Sea L la interseccion de la recta | con el segmento AC

NookwdhE

©

AFIRMACIONES
AABC es equilatero
AB=BC=CA
| es bisectriz
ZABL = ZLBC
BL =BL
AABL = ACBL
AL=CL

L es punto medio de AC
BL es mediana

..l es mediana

©®

NoughkrwbdE

RAZONES

Dado

Definicion de triangulo equilatero

Dado
Definicién de bisectriz
Identidad

Criterio de congruencia LAL
correspondientes

Lados
congruentes

Definicién de punto medio
Definicién de mediana

17. Si se demuestran las siguientes implicaciones, es suficiente:
Bisectriz = Mediana = Mediatriz = Altura = Bisectriz
Sea ABC un triangulo isésceles tal que AB = BC

en

a) La bisectriz del &ngulo desigual en un triangulo isdsceles es mediana.

B

ged

triangulos



Sea L en el segmento AC tal que BL es bisectriz de ZABC

AFIRMACIONES RAZONES
1. AB=BC 1. Dado
2. BL es bisectriz 2. Dado
3. ZABL = ZCBL 3. Definicion de bisectriz
4. BL=BL 4. ldentidad
5. AABL = ACBL 5. Criterio de congruencia LAL
6. AL=CL 6. Lados correspondientes en
triangulos congruentes
7. L es punto medio de AC 7. Definicién de punto medio
8. BL es mediana 8. Definicion de mediana

b) La mediana del lado desigual en un triAngulo isdsceles es mediatriz.
Sea L punto medio de AC

B

A L C
AFIRMACIONES RAZONES
1. L punto medio de AC 1. Dado
2. BL es mediana 2. Definicion de mediana
3. AL=LC 3. Definicién de punto medio
4. ZLAB=ZLCB 4. Propiedad de triangulos isésceles
5. AB=BC 5. Dado
6. ABAL =~ ABCL 6. Criterio de congruencia LAL
7. ZALB = /CLB 7. Angulos correspondientes en  triangulos
congruentes
8. /ALB + ZCLB = 180° 8. Angulos suplementarios
— on° 10. Simplificacion
icl) éfllBACQO 11. Definicion de perpendicularidad

12. BL es mediatriz 12. Definicién de mediatriz

c¢) La mediatriz del lado desigual de un triangulo isGsceles es altura.
Sea L punto medio de AC, sea | la mediatriz del lado AC.
P.D.B el

B

AFIRMACIONES RAZONES
1. L punto medio de AC 1. Dado
2. AB=BC 2. Dado
3. Bequidistade Ay C 3. Definicion de equidistar
4. B el 4. Propiedad de |
5. BL es mediatriz 5. Definicién de mediatriz
6. /BLA =90° 6. Definiciéon de mediatriz



7. BLLAC 7. Definicion de perpendicularidad
8. BL es altura 8. Definicion de altura

¢

d) La altura al lado desigual de un triangulo isésceles es bisectriz del angulo desigual.

Sea O en AC, tal que BO es altura
B

A o C
AFIRMACIONES RAZONES
1. BO es altura 1. Dado
2. BOLAC 2. Definicion de altura
3. ZBOA=90°y ~BOC =90° 3. Definicion de perpendicularidad
4. /BOA = /BOC 4. Transitividad
5. AB=BC 5. Dado
6. BO=BO 6. ldentidad
7. AO?=AB%2—-B0O? 7. Teorema de Pitagoras
8. CO?= AB? - BO? 8. Teorema de Pitdgoras
9. AO?=C0O? 9. Transitividad
10. AO = CO 10. Simplificacién
11. AABO =~ ACBO 11. Criterio de congruencia LLL
12. /ABO = /CBO 12. Lados correspondientes en
triangulos congruentes
13. BO es bisectriz 13. Definicion de bisectriz

18. Sea ABC un tridngulo con AP y CQ alturas tales que AP = CQ.
P. D. ABC es isOsceles

B

Q P
A [}
AFIRMACIONES RAZONES

1. AP=CQ 1. Dado
2. Z/APC =90° 2. AP es altura
3. ZCQA =90° 3. CQesaltura
4. AC=AC 4. ldentidad
5. AC?= AP? + PC? 5. Teorema de Pitagoras
6. AC?=CQ*+ QA? 6. Teorema de Pitagoras



13.
14.
15.
16.

AP? + PC? = CQ’ + QA?
AP? = CQ?
PC? = QA?

.PC=0QA
. AAQC = ACPA
. ZQAC = /PCA

Z/BAC = ZQAC
/BCA = /PCA
/BAC = Z/BCA
AABC es isosceles

Transitividad
Propiedad multiplicativa
Simplificacion

. Simplificacion
. Criterio de congruencia LLL
. Angulos correspondientes en triangulos

congruentes

- (BQA)

. (BPC)

. Transitividad

. Propiedad de los triangulos isGsceles



8.3 Ejercicios 4.3

1. Las alturas trazadas a los lados congruentes de un triangulo isésceles son congruentes.

Sea AABC isésceles con AB = AC. Sean CE y BD las alturas a AB y AC, respectivamente.
P.D. CE=BD
B

A D C

AFIRMACIONES RAZONES
1. BD es altura 1. Dado
2. /BDA =90° 2. Definicion de altura
3. CE es altura 3. Dado
4. /CEA =90° 4. Definicion de altura
5. /BDA = /CEA 5. Transitividad
6. /DAB = ZEAC 6. lIdentidad
7. /ABD = /ACE 7. Suma de angulos internos de un triangulo
8. AABC es isOsceles 8. Dado_ ., ., .,
9. AB=AC 9. Definicion de triangulo isésceles

N 10. Criterio de congruencia ALA

10. ABAD = ACAE . .,
11.BD = CE 11. Lados correspondientes en triangulos

congruentes
ged

2. La bisectriz es el lugar geométrico de los puntos tales que equidistan a dos rectas dadas. Las rectas,
son las que forman los lados del &ngulo.
Sea ZABC un angulo cualquiera. Sea | bisectriz de dicho angulo.
Se tienen que demostrar dos cosas:
a) Si P € 1, entonces P equidista de las rectas AB y BC
Sean L un punto en la recta AB, tal que PL es la distancia de P a la recta AB y M un punto en la
recta BC, tal que PM es la distancia de P a la recta BC.

P. D. P equidista de AB y de BC

AFIRMACIONES RAZONES
1. BP es bisectriz de ZABC 1. Construccion



ZABP = ZPBC

PL es la distancia a E
PL L AB
/PLB = 90°

PM es la distancia a BC
PM 1L BC

Z/PMB = 90°

/PLB = ZPMB

. ZABP = ZLBP
. ZPBC = ZPBM
. ZLBP = ZPBM
. ZBPL = ZBPM
.BP =BP

. ABPL = ABPM

.PL=PM

Definicion de bisectriz

Dado

Definicion de distancia
Definiciéon de Perpendicularidad
Dado

Definicion de distancia
Definicion de perpendicularidad
Transitividad

. (ALB)
. (BMC)
. Transitividad

. Suma de angulos interiores de un tridngulo
. Identidad

. Criterio de congruencia ALA

. Lados

correspondientes en
congruentes

triangulos

Igqd

b) Si Q es un punto que equidista de AB y BC, entonces Q < |
Sea Q un punto tal que equidista de las rectas AB y BC. Sean los puntos R sobre la recta AB de
manera que QR es la distancia de Q a AB, y S sobre la recta BC de modo que QS es la distancia

©CoNG A WNPE

de Q a BC, luego SQ = RQ.
P.D. Qel

. Z/ABQ = ZCBQ

A
R
Q
B
S C
AFIRMACIONES RAZONES
; : AR 1. Dado
R es dist d AB
QR es distancia de Q a 2. Definicion de distancia
QR L AB S . .
Z/ORB = 90° 3. Definicion de perpendicularidad
_ _ — 4. Dado
QS es distancia de Q a BC 5. Definicion de distancia
QS L BC 6. Definicion de perpendicularidad
ZQSB =90° 7. Transitividad
ZQRB = /BSB 8. Dado
RQ =SQ 9. Identidad
BQ =BQ 10. Teorema de Pitagoras
.BR? = BQ? - RQ? 11. Teorema de Pitagoras
.BS*=BQ*-SQ? 12. Transitividad
. BR? = BS? 13. Simplificacién
.BR=BS 14. Criterio de congruencia LLL
. ABRQ = ABSQ 15. angulos correspondientes en triangulos
. Z/ZRBQ = Z/SBQ congruentes
. ZABQ = /RBQ ig %ggg
. ZCBQ = /SB :
Q Q 18. Transitividad



19. BQ es bisectriz 19. Definicion de bisectriz
20.Q | 20. Propiedad
ged
3. Enun plano, si dos rectas son paralelas a una tercera, entonces son paralelas entre si.

Seanl, myntresrectastalesquel|im y | ||[n.P.D. m|n

/F ’
r

Como | || m = ZABC = ZADE pues son angulos correspondientes entre paralelas, también | || n =
ZABC = ZAFG que son angulos correspondientes
= por transitividad se tiene ZADE = ZAFG
= m|| n por el Teorema de paralelas
.

4. En un plano, si una recta es perpendicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a la otra.

Seanl, myntresrectastalesquellny I|m. P.D.nLlm

A

n

Se tiene que |l L n = ZABC =90° por definicion de perpendicularidad, también se tiene | || m =
ZABC = Z ADE ya que son angulos correspondientes entre paralelas
= por transitividad ZADE = 90°

. n Lm, por definicién de perpendicularidad
.

5. En todo triangulo, el angulo externo es igual a la suma de los angulos internos no adyacentes.

Sea ABC un tridngulo cualquiera. spg sea D un punto tal que (ABD).

P.D. £ZCBD = ZBAC + ZACB

B




Por suma de angulos internos del triangulo ABC, se tiene
ZBAC + Z/ACB +~/CBA = 180°
Luego, como ZCBA y ZCBD son angulos suplementarios, se tiene
Z/CBA + ~CBD =180°
Por transitividad se tiene /BAC + Z/ACB + Z/CBA = ZCBA + ZCBD
Cancelando los términos congruentes se tiene /BAC + ~ ACB = ZCBD
Analogamente se demuestra para los otros angulos faltantes.

ged

Mostrar que la bisectriz de un angulo interno y la bisectriz del dngulo externo correspondiente, se
cortan perpendicularmente.

Sea ABC un triangulo cualquiera. spg Sean | bisectriz interna de ZABC y m bisectriz externa de
ZABC

PD.l1Lm

Sea D, tal que (ABD), Sean P y Q en la recta m, tales que (PBQ)
Sea L en el segmento AC tal que L es la interseccion de | con AC
Sea M un punto tal que (LBM)

Se tiene que | es bisectriz interna de ZABC, como L es un punto en la bisectriz |, por definicién de
bisectriz se tiene Z/ABL = Z/CBL

Se tiene que m es bisectriz externa de ZABC, como Q es un punto en m, por definicién se tiene
Z/CBQ = /DBQ

Ahora, se tiene también ZABC + ZCBD = 180°, ya que son angulos suplementarios

Sustituyendo: ZABC = 2/CBLYy ZCBD = 2/CBQ, de donde 2ZCBL + 2ZCBQ = 180° Simplificando:
ZCBL + ZCBQ = 90°, sumando los angulos ZLBQ = 90°

Luego, por definicion de perpendicularidad LB 1L BQ

Sl Im

Analogamente con cualquier otro angulo u

Las medidas de los angulo de un triangulo estan en la razén 1:2:3. Hallar la medida de cada angulo.
Sea ABC un triangulo cualquiera.

spg LA:/B:£ZC=1:2:3

/A + /B + 2C =180, por suma de angulos internos de un triangulo

Por hipotesis ZA: /B =1:2, de donde /B = 2/A

También ZA: ZC =1:3, lo que implica £C = 3ZA

Sustituyendo: ZA+ /B+ £ZC=/ZA+2/A +3ZA =6/ZA

Luego 6£A = 180°, por lo que ZA = 30°

Por lo tanto ZA = 30° B =60°y £C = 90°

Analogamente con cualquier otro orden que cumpla la proporcién dada.

. En la siguiente figura AD = DC, AB = AC, el angulo ZABC , mide 75° y el &ngulo ZADC mide 50°.
¢,Cuanto mide el angulo ZBAD? (Examen Canguro Matematico 2000, OMM)



Si

10.

C

B

Por hipétesis se tiene AD = DC, entonces el tridngulo ADC es isOsceles. Por propiedad de los
triangulos is6sceles /DAC = Z/DCA
También por hipétesis ZADC = 50° de donde por suma de angulos internos se tiene que ZDAC +
«DCA = 130° y como estos son congruentes, entonces /DAC = 75°
Por otra parte AB = AC por hipétesis, luego el triangulo BAC es isdsceles, de donde Z/ABC = ZACB,
entonces también ZACB = 75°
Por suma de angulos internos ZBAC = 50°.
Como #BAD = /BAC + ZCAD, entonces /BAD = 50° + 75°
Por lo tanto ZBAD = 125°

ged

¢Cuanto vale el angulo x, si las rectas son paralelas? (Examen de Ubicacion,
OMMor 1999)
ponemos nombres a los vértices como sigue:

A B

x = ZAED, ZABD = 40°, /DCA=100° y AB | | DC

También ZABD = ZCDB ya que son alternos internos, entonces ZCDB = 40°
ZAED = «DCE + ZEDC por propiedad de los angulos en un triangulo
/DCE + ZEDC = #DCA + #BDC vya que (DEB) y (AEC)

Pero se tiene /DCA + #/BDC =100° + 40° = 140°

Por lo tanto x = 140°

En la figura, AB y CD se bisecan en E. Demostrar que AD || cB.

C B

A D

Como AB y CD se bisecan, por definicion se tiene AE = BE y EC = ED

Por un problema resuelto antes, se tiene CB = DA

Luego AAED = ABEC por el criterio de congruencia LLL

De donde ZCBE = ZDAE por ser angulos correspondientes en tridngulos congruentes
ZCBA = ZDAB pues (BEA)

Pero se tiene que ZCBA 'y ZDAB son alternos internos

Luego CB || DA



11.

12.

13.

En la siguiente figura, AC = BC y «DCE = ZB. Demostrar que CE | | AB.

D
c/ E

A B

Por hipoétesis se tiene que «DCE = ZB, también que AC = BC, de esto se deduce que el tridngulo
AABC es isOsceles
Por una propiedad de los triangulos isdsceles se tiene ZA = ZB
Usando la propiedad transitiva de la igualdad £ZA = ZDCE
Como £ZA 'y ZDCE son correspondientes entre dos rectas, entonces CE || AB
.
Mostrar que en cualquier triangulo, los puntos medios de uno dos lados, forman un segmento
paralelo al tercer lado e igual a la mitad de este.
Sea ABC un tridngulo con L y M puntos medios de AB y BC, respectivamente.
P.D.LM||ACyLM =% AC

B

ZABC = ZLBM, ya que (ALB) y (CMB)
L es punto medio de AB, entonces BL = LA, luego AB = 2BL
M es punto medio de BC, entonces BM = MC, luego BC = 2BM

. : BL 1 BM 1 BL BM "y
Asi setiene: —=—Yy —=—- = — =—— por transitividad
BA 2 BC 2 BA BC
Luego AABC ~ ALBM, por el criterio de semejanza LAL
Luego, como son angulos correspondientes en triAngulos semejantes se tiene
ZBLM = ZBAC, y como estos angulos son alternos interno entre dos rectas, entonces LM || AC

Ademas &:mzﬁ, de dondeM:E
BA BC AC AC 2

Por lo tanto LM =12 AC

En todo tridngulo, las medianas se cortan en proporcion 1:2.
Sea ABC un tridngulo con AL, BM y CN medianas. Sea G el baricentro del triangulo

CG 2
spgP.D. —=—
TV

AL es mediana, luego L es punto medio de BC; CM es mediana, luego M es punto medio de AB.
Entonces LM || ACy LM =% AC

/MLA = Z/CAL Yy ZLMC = Z/ACM ya que son alternos internos

Luego AMLG ~ ACAG por el criterio de semejanza AA

Entonces se tienen las siguientes proporciones:



ML LG GM ML 1 MG LG 1
= = como — = —, entonces oC " GA 2

CA GA GC ’ CA 2 GC  GA
Anélogamente ocurre con la mediatriz BN

14. Demostrar que el centro de la circunferencia circunscrita de un triangulo rectangulo es el punto
medio de la hipotenusa.
Sea ABC un triangulo rectangulo tal que ZABC = 90°
Sea L punto medio de AC
P.D. L es el circuncentro del tridngulo
Sea P un punto en el segmento BC, tal que LP 1 BC

AFIRMACIONES RAZONES

1. L es punto medio de AC 1. Dado
2. AL=LC 2. Definicion de punto medio
3. ZABC =90° 3. Dado
4. LP 1 BC 4. Definicién de perpendicularidad
5. /LPC =90° 5. Construccion
6. LP|AB . o
7 AABC ~ ALPC 6. Propiedad demostrada en ejercicio
. CL CP 7. Teorema de Thales

LA PB 8. Propiedad de semejanza de triangulos
9 cL =1

LA 9. CL=LA

10. cP =1

PB 10. Transitividad
11.CP=PB . 11. Propiedad de proporciones
12. P es punto medio de CB 12. Definicién de punto medio
13. LP es mediana de BC 13. Definicion de mediana
l4.Lp1BC 14. Construccion
15. LP es mediatriz de BC 15. Definicién de mediatriz
16. ABLC es isosceles 16. Propiedad de triangulo is6sceles
17.BL=LC 17. Definicién de punto medio
18.AL=LC=BL 18. Transitividad
19. A, B, C equidistan de L 19. Definicién de equidistar
20. L es circuncentro de AABC 20. Propiedad de circuncentro

15. Todo triangulo con medianas congruentes es isosceles.
Sea ABC un tridngulo tal que AL y CM son medianas y AL = CM.
P. D. ABC es isOsceles.
Sea P la interseccién de AL y MC.
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13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,

25.
26.
27.

16. En
ZA

"PL 1

AFIRMACIONES
AL es mediana
L es punto medio de BC
BL=LC
CM es mediana
M es punto medio de BA
BM = MA
AL =CM
P es interseccion de Aly CM

P es el baricentro
cp_2

PM 1
AP _ 2

CP AP

'PM  PL

CP+PM AP+PL

PM PL
CM AL
PM PL
CM*PL = AL*PM
PL = PM
CM-MP=AL-LP
CP=AP
AAPC es is6sceles
/PAC = Z/ZPCA
MC = LA
AC =AC
AAMC = ACLA
AM = CL

AM=MB=BL=LC
AB =BC
AABC es is6sceles

el triangulo AABC, el

= ZBCD.

BooNooGO~WONE

11.
12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,

25.

26.
27.

ZACB es un angulo

A

Cc

A c

RAZONES
Dado
Definicién de mediana
Definicion de punto medio
Dado
Definicién de mediana
Definicion de punto medio
Dado
Dado
Definicién de baricentro

. Propiedad de mediana y baricentro

Propiedad de mediana y baricentro
Transitividad

Propiedad de proporciones

(CPM) y (APL)

Propiedad de proporciones
Simplificacién

Aditividad

Simplificacion

Definicion de triangulo isdsceles
Propiedad de triangulo isésceles
Dado

Identidad

Criterio de congruencia LAL

Lados correspondientes en triangulos
congruentes
Transitividad
Aditividad
Definicion de triangulo isdsceles
ged
recco y CD L1 AB. Demostrar

B

Como hipétesis se tiene ZACB =90° y CD L AB, entonces ZCDB = 90°
Por lo que ZACB = ZDCB, luego ZCBA = #DBC ya que (ADB)

que



17.

18.

19.

Entonces, por el criterio AA de semejanza, se tiene AACB ~ ACDB
De donde ZBAC = ZBCD por ser angulos correspondientes en triangulos semejantes
Entonces ZA = Z/BCD

Demostrar que una recta paralela a la base de un triangulo isésceles y que interseca a los otros dos
lados en puntos diferentes, determina otro triAngulo isésceles.
B

Sea AABC un triangulo isGsceles tal que AB = BC
Sean D en ABy E en BC de modo que DE || AC,D #E
P. D. ADBE es isOsceles

Como DE || AC, entonces AABC ~ ADBE por el Teorema de Thales

Entonces BA :B—C, por lo que utilizando las propiedades de las proporciones se tiene BD*BC =

BE*BA, y como por hipétesis BC = BA, entonces BD = BE
Luego ADBE es is6sceles

Se tiene que AC y BD se intersecan en E, con (AEC) y (DEB), tal que AD = BC y
AD | | BC. Demostrar gue AC y BD se bisecan en E.

D

Como AD || BC, entonces ZADB = Z/CBE y #ZDAC = ZBCA
AD = BC, AADE = ACBE, DE =BE y AE = CE

E es punto medio de BD y AC

AC vy BD se bisecan

En el triAngulo AABC, la bisectriz de ZA interseca a BC en D. La mediatriz de AD interseca a AC en
G. Demostrar que GD | | AB.

A E B

Sea E un punto que esta en AB, tal que es la interseccién de la mediatriz de AD y AB.
Como G esta en la mediatriz de AD entonces G equidista de Ay D,

de donde AG = GD; entonces por definicion AAGD es is6sceles

Luego LGAD = ZADG

Como AD es bisectriz de Z/BAC se tiene que ZBAD = ZCAD.



También como A, G y C son colineales (AGC), se tiene que ZGAD = ZCAD
De donde ZBAD = ZADG por transitividad.
Como #BAD y ZADG son alternos internos, entonces AB || DG

20. Enla figura, PR L RQ, ST L RQy SQ L PS. Demostrar que ZP = £Q.

s

Por hipétesis se tiene que PR L RQ, ST L RQ, luego por un problema ya resuelto se tiene que PR ||
ST, de donde ZRPV = ZSTV, por ser alternos internos

Ahora SQ L PS, de donde ZQSB = 90°, también ST L RQ, luego ~STV = 90°

Porlo que ZQSV = ZSTV

Ademas ZSVQ = Z TVS ya que son el mismo angulo pues (VTQ)

Entonces AQSV = ASTV por criterio de semejanza AA

Luego ZSQV = LTSV por ser angulos correspondientes en triangulos semejantes.

De tal manera que ZRPV = ZSQV por propiedad transitiva

Por lo tanto ZP = ZQ

21. Demostrar que si la bisectriz de un angulo externo de un tridngulo es paralela a un lado del triangulo,
éste es isosceles.
Sea AABC un triangulo tal que si | es bisectriz externa de ZABCy || AC
P.D. AABC es isOsceles
Sean P y Q dos puntos en | tales que (PBQ)
Sea R tal que (RBC)

/PBA = Z/CAB ya que PQ || AC

/RBP = ZPBA ya que | es bisectriz

/RBP = ZCBQ ya que son opuestos por el vértice
ZQBC = ZACB ya que PQ || AC

entonces ZCAB = ZACB por transitividad

Por lo tanto AABC es isésceles

22. En lafigura, ﬁ | |AB, E | | AC, y D es el punto medio de AC. Demostrar que ACDE = AEFB.




AC || EF = ZCDE = /DEFy £ADF = /DFE

DE || AB = ZEDF = ZDFA

DF = DF

Luego AADF = AEFD = AD = EF

«DCE = ZFEB ya que AC || EF

«DEF = ZEFB ya que DE || AB

= Z/CDE = ZEFB por transitividad

Como D es punto medio = AD = DC = DC = EF por transitividad
Luego ACDE = AEFB por el criterio de congruencia ALA

23. Se da un triangulo equilatero, AABC. En el rayo opuesto a E& tébmese el punto D tal que BD = AC.
Demuéstrese que ZBCD = 30°.

AABC es equiladtero = AB = BC = CA

Como BD = AC = AB = BD = ADBC es is6sceles

ZABC =60° por propiedad de los triangulos equilateros = ZDBC = 120° por ser angulos
suplementarios

#/BDC = ZBCD ya que ADBC es isOsceles

— / BDC :—180;120 :6—20=30

Por lo tanto #BCD = 30°



8.4 Ejercicios 5.2

1. La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero convexo es igual a 360°.

c
D

Sea ABCD un cuadrilatero convexo. P.D. ZA+ /B + 2C + /D = 360°

BD es una diagonal. En el triangulo ABD la suma de los angulos internos es 180° asi como en el
triangulo DBC, luego ABCD es la union de ambos triangulos, por lo que la suma de sus angulos
interiores es la suma de los angulos interiores de ambos triangulos

Por lo tanto ZA + /B + ~C + /D = 360°

2. En un paralelogramo, los lados opuestos cualesquiera son congruentes.
B

A

D

Sea ABCD un paralelogramo P.D. AB=DC y AD =BC

Z/ABD = ZCBD yaque AB | DC

/BDA = #/DBC ya que AD ||BC

BD =BD

AABD = ACDB por criterio de congruencia ALA

AB = CD y AD = BC por ser lados correspondientes entre triangulos congruentes

3. Si un lado de un cuadrilatero es igual y paralelo a su lado opuesto, entonces el cuadrilatero es un
paralelogramo.
Sea ABCD un cuadrilatero tal que AB=CD y AB || CD

8

AB = CD por hipoétesis

Asi también AB || CD = ZABC = ZCDB

BD = DB

AABD = ACDB por criterio de congruencia ALA
= /BDA = /DBC = BC || DA

Por lo tanto ABCD es un paralelogramo

4. En un paralelogramo, dos angulos opuestos cualesquiera son congruentes.

spg P.D. ZA=ZC

/A = /BAC + ZCAD, asi mismo «C = «/DCA + ZACB

/BAC = Z/DCAvya que AB || CD, y LCAD = ZACB ya que BC || DA
= /BAC + ZCAD = /DCA + Z/ACB

Por lo tanto /A = /C

Analogamente /B = /D



5. Las diagonales de un paralelogramo se bisecan.
Sea L el punto de interseccion de AC y BD
P. D. L es punto medio de ACy BD

A B

ZABL = «CDL yaque AB | DC

AB =CD

ZLAB = ZLCD ya que AB || DC

AABL = ACDL por criterio de congruencia ALA
entoncesBL=DLyAL=CL

por lo tanto L es punto medio de BD y AC

6. Se dan un paralelogramo y una de sus diagonales. Demostrar que si se trazan segmentos desde los
vértices opuestos, perpendiculares a la diagonal, entonces dichos segmentos son paléelos y
congruentes.

A B

Sea ABCD un paralelogramo. DB una diagonal. E un punto en BD tal que AE L BDy F en BD tal que
CFLBD P.D. AE=CF yAE | CF
AE 1 BD = ZABD =90; CF 1. BD = ZCFB =90, asi que por transitividad
Z/ABD = ZCFB ; ademas por ambas relaciones se tiene AE || CF por un problema ya resuelto
ZADE = ZCBF ya que son alternos internos en las paralelas BC || DA
= /DAE = /BCF; luego, por otro problema ya resuelto DA = BC
= AADE = ACBF
Por lo tanto AE = CF por ser lados correspondientes en triangulos congruentes
7. Se da cualquier triangulo y los puntos medios de los lados. Demostrar que el perimetro del triangulo
formado por los puntos medios tiene la mitad del perimetro del triangulo original.

C

El perimetro del triAngulo originalesP=a+b +c

Los lados del triangulo pequefio son %g y % de donde el perimetro de este es p = a+Tb+c :;

8. Las diagonales AC y BD del paralelogramo ABCD se cortan en M. Demostrar que si los puntos X, Y
estan en lados opuestos del paralelogramo, y XY contiene a M, entonces M biseca a XY.

Sea ABCD un paralelogramo, M es la interseccion de las diagonales
Sean X en AB Yy Y en CD tales que XY pasa por M P. D. M biseca a XY



10.

11.

ZXBM = 2YDM vyaque XB || YD

Z/BMX = ZDMY ya que son opuestos por el vértice

BM = DM fue probado anteriormente

ADMY = ABMX por criterio ALA

XM = YM que son lados correspondientes en triangulos congruentes
= M es punto medio de XY

Por lo tanto M biseca a XY

Mostrar que las diagonales de un rombo bisecan a los angulos del rombo.

B
A

spg P. D. BD biseca a ZABC

ZABD = ZCDB ya que AB || CD. BC = CD = ABCD es isOsceles
= /CBD = ZCDB = ZABD = ZCBD = BD es bisectriz de ZABC
analogamente BD es bisectriz de ZCDA

De manera anéaloga con la diagonal AC

Las diagonales de un rombo son perpendiculares.
Sea ABCD unrombo P.D.AC L BD

A

c

ABCD es un paralelogramo por definicién de rombo. AB = BC y AD = DC también por la definicién.
Luego AD = BC por propiedad de paralelogramo.

Se sabe que AD || BC, entonces ZADB = ZCBD. Ademas AD = AB = AABD es is0sceles = ZADB =
Z/ABD = ZCBD = ZABD = BD es bisectriz de ZABC

Como AABC es isOsceles, ya que AB = BC

También BD es mediatriz. Por lo tanto BD 1 AC

Mostrar que las diagonales de un rectangulo son congruentes.
A

B

D C

Sea ABCD un rectangulo P. D. AC =BD




12.

13.

14.

Por ser un rectangulo ZABC =90, «BCD = 90, entonces ZABC = Z/BCD
AB = CD por ser un paralelogramo y BC = BC, luego AABC = ADCB
Por lo tanto CA = BD

El segmento que une los puntos medios de dos de los lados de un trapecio es igual a la semisuma
de los lados paralelos.

A B

D [}
Sean ABCD un trapecio isésceles con AD = BC, L punto medio de AD y M punto medio de BC
L punto medio, entonces AL = LD; M punto medio, entonces BM = MC, luego se tiene

ﬁzﬂzl, entonces LM ||DC y LM || AB.

LD MC

Sea N el punto de interseccion de BD y LM

NM || DC y M es punto medio de BC = N es punto medio de BD y ademéas NM =% DC
Anéalogamente LN = % AB

Luego LM = LN + NM = % AB + % DC = % (AB + DC)

Dado cualquier cuadrilatero, el cuadrilatero formado por los puntos medios de cada lado, es un
paralelogramo.

Sea ABCD un cuadriladtero cualquiera. Sean L, M, N y O puntos medios de AB, BC, CD y DA,
respectivamente. P. D. LMNO es un paralelogramo

En AABD se tiene OL || BD,

en AABC LM || AC

en ABCD MN || BD

y en ACDA NO || AC

por lo tanto LMNO es un paralelogramo

Si ABCD es un paralelogramo en el que L y M son puntos medios de AB y CD respectivamente,
demostrar que los segmentos LC y AM dividen a la diagonal en tres segmentos congruentes.

Sean P y Q puntos sobre BD tales que P es la interseccién de LC con BD, Q es la interseccién de
AM con BD. P.D. DQ=QP =PB

A L B

D [}

M
AB=CD=AL=LB=CM=MD = LB=MD
BC = DA pues son opuestos en un paralelogramo



ZLBC = ZMDA son opuestos en un paralelogramo

= ALBC = AMDA = LC = MA = ALCM es un paralelogramo, entonces LC || MA
Como AB || CD, «BLC = ZLCM, también ZLCM = ZDMQ pues LC || MA

= /BLP = ZDMQ. Asi mismo ZLBP = Z/MDQ ya que AB || CD.

De donde ALPB = AMQD, luego DQ = BP

BL
Como LC || MA = ALPB ~ AAQB, ademas E =1, pues L es punto medio de AB
BP o
= —— =1, por transitividad = BP = PQ

PQ
Por lo tanto DQ = QP = PB

15. Si ABCD es un cuadrado y P, Q, Ry S son los puntos medios de AB, BC, CD y DA, respectivamente.
Demostrar que ZPQR = ZPSR.

A P B
S Q
D C

R

ABCD es cuadrado, entonces es un cuadrilatero, como P, Q, R y S son puntos medios, entonces
PQRS es un paralelogramo por un problema anterior

Entonces /PQR = /PSR por ser un paralelogramo

16. El cuadrildtero GHKM es un paralelogramo y MQ = HP. Demostrar que GK y PQ se bisecan.
Q K

M

p H

Sea R el punto de interseccion de QP con GK P.D. QR =RP yGR =RK
MQ =HP = QK=PGyaque QK =MK-MQ yPG=HG -HP y MK=HG
/KQR = ZGPR ytambién ZQKR = ZGPR ya que QK || GP

luego AQKR = APGR por criterio ALA

= QR =PR y GR = KR por ser lados correspondientes en tridngulos congruentes
Por lo tanto QP y KG se bisecan

17. En la figura, DEBF es un paralelogramo y AE = CF. Demostrar que ABCD es un paralelogramo.

D C

Como DEBF es un paralelogramo, entonces DB y FE se bisecan

luego DG =BGy EG = GF

Ademés AE = FC, entonces AE + EG = GF + FC, de donde AG = GC

/DGC = ZBGA pues son opuestos por el vértice = ADCG = ABAG por criterio LAL



— /DCG = /BAG => DC || BA

Z/DGA = ZBGC por opuestos por el vértice = AAGD = ACGB, criterio LAL
= /BCG = /DAC = AD || CB
Por lo tanto ABCD es un paralelogramo

18.En el cuadrilatero ABCD, AC 1 BD en F, AC = BD y FD = FC. Demostrar que
AACD = ABDC.

A B

D C
AC =BD, FD = FC, entonces el triangulo DFC es isésceles
Luego ZFDC = ZFCD
DC = DC, entonces AACD = ABDC por criterio LAL

19. Dos rectas paralelas son equidistantes en todas partes.
P Q

m

S R

Sean | y m rectas paralelas. Sean P y Q dos puntos en |. Si QR es la distancia de | a m desde Q y PS
es la distancia de | am desde P, P. D. QR = PS

PS es la distancia de | a m desde P, entonces PS 1 m; QR es la distancia de | a m desde Q,
entonces QR L m. Luego QR || PS

Como I || m, entonces PQ || RS, de donde PQRS es paralelogramo.
Por lo tanto QR = PS

20. Las diagonales de un trapecio isdsceles son congruentes.
Sea ABCD un trapecio isésceles con AD =BC. P. D. BD = AC

A B

AD =BC
ZADC = £ZBCD
DC=CD
AADC = ABCD
= AC=BD



8.5 Ejercicios 6.7

1. Sidos triangulos son congruentes, sus areas son congruentes.
Sean AABC y ADEF dos triangulos congruentes

B

A c D F
o P

P. D. AABC y ADEF tienen areas congruentes

Sean CO la altura desde C en el triangulo AABC y FP la altura desde F en ADEF
ZCOA = ZFPD pues ambos son rectos, ademas ZOAC = ZPDF pues son angulos correspondientes
entre triangulos congruentes
Luego, por suma de angulos internos se tiene ZACO = /DFP
Por ser lados correspondientes en triangulos congruentes se tiene CA = FD
Entonces ACAO = AFDP, de donde CO = FP
Ahora se tiene: area(ABC) = % (AB*CO) = %2 (DE*FP) = area(DEF)
Por lo que area(ABC) = area(DEF)
ged
2. La mediana de un triangulo divide al triangulo en dos triangulos de areas congruentes.
Sea ABC un tridngulo cualquiera. spg sea M punto medio de AB

Sea P un punto sobre AB de manera que CP es altura desde C
C

M P
CM es medianay AM = MB
CP es altura de AACM y también de AMCB
Luego %2 (AM*CP) =% (MB*CP)
Por lo que area(ACM) = area(MCB)
Igqd
3. Si dos tridngulos tienen la misma altura, entonces la razén de sus areas es igual a la razén de sus
bases.

C F

~ [ B D Q E
Sean AABC y ADEF dos tridngulos tales que CP L AB, con P un punto sobre AB, también FQ 1 DE,
con Q sobre DE y ademas CP = FQ

AB xCP
Ahora se tiene g agcy- 2 _ 2ABxCP _ ABxCP _ AB
DExFQ 2DExFQ DExFQ DE
2
Por lo que la razdn de las areas es igual a la razén de las bases

ged
4. Si se unen los puntos medios de un triangulo cualquiera, los segmentos dividen al tridngulo en 4
regiones de areas congruentes.
Sea ABC un triangulo arbitrario. Sean L, M y N los puntos medios de AB, BC y CA, respectivamente.



A B
L
L es punto medio de AB, entonces AL = LB, M es punto medio de BC, luego BM = MC
y N es punto medio de CA, de donde CN =NA. También por ser puntos medios se tiene:
LM||AC yLM =% AC, MN ||AB y MN =% AB, NL || BC yNL =% BC
Luego LM =NC =NA, LN=MC=BM y NM=LB=AL
Entonces CNLM, NMBL y NMLA son paralelogramos
De esto se tiene Z/NCM = ZMLN, ZMNL = ZLBM y ZNML = ZLAN
De donde ANCM = ANLM, AMLN = ALMB y AMLN = ANAL todos utilizando el criterio de
congruencia LAL
Asi se tiene ANCM =z ALMB = ANAL , por lo que
area(NCM) = area(LMB) = area(NAL)

ged
5. El area de un rombo es igual a la mitad del producto de sus diagonales.
Sea ABCD un rombo
P. D. &area(ABCD) =% (AC*BD)

AC y BD son perpendiculares, entonces AC 1. BD
Si P es la interseccion de AC y BD, BP es altura de AABC y DP es altura de AADC
Luego area(ABCD) = area(ABC) + area(ADC) = 2 (AC*BP) + % (AC*PD)

=% AC(BP + PD) = % (AC*BD)

Por lo tanto, el area del rombo es igual a la mitad del producto de las diagonales

6. En la figura, B es el punto medio de AC, y ED | AC. Demuéstrese que
AABE = ABCD.

Sea EP altura del triangulo ABE y DQ altura del triangulo BDC

EP y DQ son distancias de la recta ED a la recta AC

Como ED || AB, entonces EP = DQ

B es punto medio de AC, entonces AB = BC

Luego &rea(ABE) = % (AB*EP) = ¥ (BC*DQ) = 4rea(BCD)

7. Un tridngulo y un paralelogramo tienen &reas iguales y bases iguales. ¢ Como comparan sus alturas?
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|

|
|

|
|

|
|

A

B |
o S T R
Sean el triangulo AABC y el paralelogramo [JPQRS dos poligonos con areas iguales, tales que AB =
SR. Sean CO altura de AABC y PT altura de [IPQRS
Ademas area(ABC) = area(PQRS), entonces ¥2 (AB*CO) = SR*PT

Luego M =2, ademas como AB = SR entonces % =2

SRx PT
Por lo tanto la razén de las alturas es CO : PT = 2:1

En la siguiente figura los lados grandes y chicos son todos iguales entre si. Los lados chicos miden la
mitad de los grandes. Todos los &ngulos son rectos y el area es 200 cm?. ¢ Cual es el perimetro de la
figura? (Examen de Ubicacion OMMor, 1999)

Si | es la longitud del lado chico, entonces el perimetro de la figura es 16 |

Si dividimos la figura en pequefios cuadros de lado |, tenemos 8 cuadritos. Cada cuadrito tiene area

> como el area de la figura es 200, se tiene:
|2

=25

200

8
=1=5

Luego 161 =16 *5 =280

Entonces el perimetro de la figura es 80 cm?

En la siguiente figura ABCD es un cuadrado. AB = 12. S A’, B’, C’' y D’ son puntos medios de AO,

BO, CO y DO respectivamente, encontrar el area de la region sombreada. (Examen Estatal de la XIlI

OMMor, 1999)

U |—f—

D ! c

Sean S la interseccién de A’'B’ con BC, T el punto de interseccion de A’'D’ con DC, R el punto de
interseccién de B'C’ con AB y U el punto de interseccion de D'C’ con AD.

AB =12, entonces AB'=B'C' =CD' =DA'=% AB=6

Y por construccion, BS=BR=UD=DT=RB'=B'S=DU=DT=%AB=3

Luego area(A'B'B) = area(B'C'B) = area(D'C'D) = area(A’'D'D) = ¥2 (6*3) =9

Entonces el area sombreada es igual a 9*4 = 36

En la figura los puntos P, Q, R y S dividen cada lado del rectdngulo en razén 1:2. ¢ Cuél es el
cociente entre el area del paralelogramo PQRS vy el area de ABCD? (Examen Canguro Matematico
2000)



11.

12.

Si dividimos el rectdngulo por rectas paralelas a los lados formando pequefios rectangulos
congruentes entre si, el rectangulo ABCD tiene 9 rectangulo pequefios, y 4 de ellos , en partes,
quedan fuera del paralelogramo PQRS, asi que el paralelogramo PQRS ocupa 5 de ellos, por lo que
area(PQRS) = 5/9 area(ABCD)

Hallar el &rea de un triangulo equilatero de lado 2, y también el &rea de un triangulo equilatero de
lado k.
Primero se encontrara el &rea del triAngulo de lado 2:

Se encontrara la altura h, recordando que el lado es b =2

h=+22-12 =J/4-1=4/3

b X h 2 X \/§ _ \/§
2 2

Ahora se encontrara el area de lado k:

Entonces area =

Se encontrara la altura H

e ) S

kxH 5 k23
2 2 4

Un cubo se encuentra inscrito en una esfera cuyo radio mide 1 cm. ¢ Cual es la longitud del lado del
cubo? (Recopilaciéon de problemas OMMQro, 2000)

Entonces Area =




Se ha graficado el cubo, sea | la longitud de la arista. Si d es la diagonal de las caras, su valor es:

4 =141 =27~ 142

Ahora, se calcula la longitud de una diagonal del cubo:

k=AdZ 117 = (IV2f +12 =27 +12 =317 =113

Luego, para encontrar el lado, hay que recordar que el radio de la esfera es 1, entonces k = 2.
Entonces se tiene I\/§:2, entonces hay que despejar | que es el lado buscado, por lo que

2 23

J3 3

13. En un triangulo equilatero de papel se doblan las tres esquinas hacia adentro de tal manera que los
tres veértices queden justo en el centro del triangulo. Describir el contorno de la figura obtenida.

(Recopilacién de problemas OMMQro, 2000)

Al doblar las esquinas hacia el centro, como éste es el baricentro, se forma la figura punteada,

entonces, la figura obtenida es un hexagono regular.

14. Cinco tridngulos equilateros, cada uno de lado 2v3, son arreglados de tal manera que todos ellos
estan del mismo lado de una linea que contiene un lado de cada uno. Sobre la linea, el punto medio
de la base de un triAngulo es un vértice del siguiente. ¢ Cual es el area de la regién del plano que es

cubierta por la union de los triangulos?

El area de cada triangulo equilatero es A=

123
4

ysil= 2\/5 , entonces

2
A= (2\/5) \/5 = 4X3X\/§ = 3\/5, luego, como son cinco triangulos el area que cubren los cinco es

4 4

15\6, pero hay 4 pequefios triangulos en comuan, asi que habra que restar el area de estos, que
ademas son igual a la cuarta parte de cada triangulo equilatero, es decir, juntos cubren el area de un

triangulo de tamario original, luego, el area de la regién cubierta es: 15V3 —3V3 = 12\/5

15. Un cuadrado y un rectangulo tienen areas iguales. Si el rectangulo mide 25 cm, por 16 cm. ¢Cual es

la longitud de un lado del cuadrado?

| 25

16

Sean A = I? el area del cuadrado y A = 25*16 = 400 el &rea del rectangulo, entonces se tiene:

> =400 = |=+/400=20
Por lo que el lado del cuadrado mide 20 cm.



16. La altura de un triangulo equilatero es 12. Determinar la longitud de un lado y el area del triangulo.

Se tiene que la altura del triangulo es h = 12, y se sabe que el area del triangulo equilatero de lado |
124/3 Ixh 12|

es: A= y tambiénes A= =—=06Il, entonces
4 2 2
2
'3 g o B gL 84 23
4 4 J3 3

Por lo que | = 8\3

17. Un trapecio tiene lados paralelos de 13 cm y 21 cm de longitud. El lado mas largo de los lados no
paralelos mide 17 cm y el mas corto es perpendicular a los lados paralelos. Calculese el area del

trapecio.
13

21
Observando el triangulo formado en la figura, se puede encontrar el lado faltante, que es ademas
la altura del trapecio, asi se tiene:

172 =17 +(21-13)* =1° +8° =1 +64 = 1°=289-64=225 = |=4/225=15
Con esto, se puede encontrar el area:

_(21+13)l  34x15 510
2 2 2

A =255

Luego, el area buscada es 255 cm?



8.6 Ejercicios 7.5

1. Sea ABCD un cuadrilatero ciclico, una circunferencia C; que pasa por Ay D corta a la recta AB en E,
y otra circunferencia C, que pasa por C y D corta a la recta BC en F. Sea G el segundo punto de
interseccién de C; y C,. Muestre que E, F y G son colineales.

Como AEGD es un cuadrilatero ciclico, entonces ZEAD + ZDGE = 180°
Como DCFG es un cuadrilatero ciclico, entonces ZDCF + Z/FGD = 180°
Luego ZEAD + /DGE + «DCF + /FGD = 360°

Pero ZEAD = #/DCB ya que ambos son suplemento a #DAB

Y también ZDAB = ZDCF pues ambos son suplemento a #/DCB

Ademas ZEAD es suplemento de ZDAB, entonces ZEAD + ZDAB = 180°
De donde ZEAD + ZDCF = 180°

Luego «DGE + ZFGD = 360° - 180° = 180°

Por lo tanto E, Gy F son colineales

2. Si ABy CD son dos diametros de una circunferencia, entonces AC = BD y AC || BD.

AB y CD son diametros de la circunferencia. Si O es el centro entonces CD y AB se cortan en O.
Ademas O bisecaa ABy a CD

OC =0A =0B = 0D, luego ACOA y AABD son isésceles y como ZCOA = /DOB

Entonces ACOA = ADOB, de donde AC = DB.

Ahora, ACBD es un cuadrilatero ciclico, entonces Z/ACD = ZABD y como los triangulos son
isésceles, entonces ZABD = #0ODB, por lo que ZACO = Z/0DB

Por lotanto AC || BD

3. Demostrar que las tangentes a una circunferencia en los extremos de un diametro son paralelas.

A |

o

m

B

Sea C una circunferencia. AB un diametro de C. Si | y m son tangentes a C en A y B,
respectivamente, se tiene

| LAB y m 1L AB, entonces || m



4. En la figura, cada una de las circunferencias con centros A, By C es tangente a las otras dos. Si AB
=10, AC = 14 y BC = 18, determinese el radio de cada circunferencia.

Sean r; el radio de la circunferencia con centro en A, r, el radio de la circunferencia con centroen By
r; el radio de la circunferencia con centro en C, entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

r+r, =10 (1)
rn,+r,=18 (2)
n +rn=14 (3

Si a la ecuacion (3) se le resta la ecuacion (1), se tiene:
rs—r=4 (4)
Ahora, sumando las ecuaciones (2) y (4): 2r; =22
Porloquer; =11
Despejando r, en (2) y sustituyendo el valor de r3, se tiene:
r2218—r3=18—11=7
luegor, =7
Posteriormente despejando r; en (1) y sustituyendo el valor de r;:
rn=10-r,=10-7=3
Porloquer,=3,rp,=7yr;=11
5. La perpendicular desde el centro de una circunferencia a una cuerda biseca a ésta.

N

Sea C una circunferencia con centro en O, sea AB una cuerda de C y | una recta que pasa poroy es
perpendicular a AB. Sily AB se intersecan en P, demostrar que P es punto medio de AB.

AO y OB son radios de C, luego AO = OB, entonces el triangulo AOB es isosceles
Por construccion | es altura de dicho triangulo, luego | es mediatriz del triangulo is6sceles, luego |
tiene que cortar en el punto medio de AB. Por lo tanto P es punto medio de AB.

6. El segmento desde el centro de una circunferencia al punto medio de una cuerda es perpendicular a
ésta.

A

AN



Sea C una circunferencia con centro O. AB es una cuerda y P es el punto medio de AB. Demostrar
gue OP es perpendicular a AB.

AO = OB ya que ambos son radios, entonces el triAngulo AOB es is6sceles. Como OP es mediana
de dicho triangulo entonces OP es mediatriz de AB, luego OP 1 AB

7. A cuerdas iguales corresponden arcos iguales.

Sea C una circunferencia con centro en O, AB y CD cuerdas tales que AB = CD
O =0B =CO0O = 0D ya gque todos son radios

Como AB = CD, entonces AAOB = ACOD por el criterio LLL

Entonces ZAOB = ZCOD, por lo que los arcos AB y CD son congruentes

8. Un angulo inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.

A

Sea C una semicircunferencia con centro O, PQ un diametro. Si A es un punto arbitrario sobre la
semicircunferencia, distinto de P y Q, demostrar que ZPAQ = 90°

Como (POQ), entonces ~POQ = 180°, como /PAQ =% /POQ = %2 180° = 90°

Por lo tanto ZPAQ = 90°

9. AB es un didmetro de una circunferencia y C y D son puntos de la misma a lados opuestos de AB
tales que BC = BD. Demuéstrese que AABC = AABD.

=
~

Se tiene ZACB = ZADB ya que ambos son rectos por el ejercicio anterior. CB = BD y AB = AB,
luego como AC =+ AB?-BC? =AB’ -BD’ =AD = AC=AD
Luego AABC = AABD por el criterio LAL

10. Si dos tangentes a una circunferencia se intersecan, forman un triangulo isésceles con la cuerda
gue une los puntos de tangencia.

Q

Sean | y m dos tangentes a una circunferencia en P y Q. Sea O el punto de interseccion de | y m.
Demostrar que APOQ es isésceles
Si C es el centro de la circunferencia, entonces ZCPO = ZCQO =90°, CP=CQ y CO=CO asi que

PO =/CO? -CP2? = \/CO2 -CQ? =Q0 = PO =QO0. Porlo que APOQ es isésceles.




11. En la figura de la derecha, si RP =8, MP =6 y PQ = 3, calcular KQ
R~ >0

-

Z0QRM = ZQKM y ZRQK = ZRMK vya que el cuadrilatero RQMK es ciclico
luego ARQP ~ AKMP, por el criterio AA

P = PQ = 8 :E, por lo que KPzﬁzﬁzlG
KP PM KP 6 3 3
Ahora KQ =KP + PQ =16 + 3=19. Porlo que KQ =19

entonces

12. Se da la circunferencia con centro P y, ademas, CB || PQ. Si «BCP = 55°, determinense los angulos
ZBPQ vy ZAPD.

ZBCD = ZBAD ya que ADBC es un cuadrilatero ciclico.

Como BC || PQ entonces ZCBP = ZBPQ, como BC y AD son paralelas por un problema anterior,
AB || PQ, luego #/BPQ = Z/BAD, entonces /BPQ = 55°

ZCBA = ZCDA ya que son angulos inscritos, entonces ZAPD = 180° - 110° = 70°

Por lo tanto /BPQ =55° y ZAPD =70°
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